Sajnalatos médon a feladat szovegében egy félreértést eredményezs megfogalmazas szerepel. Altalaban az ellipszis
fel-nagytengelyét és fél-kistengelyét jelolik a-val és b-vel, a szovegben viszont e paraméterek a tengelyek teljes hosszat
jelentik. Latni fogjuk, hogy az utobbi esetben (A wdltozat) a feladat lényegesen egyszertibbé valik.

Megoldas.
A) wviltozat: Az ellipszis pontjainak a fokuszpontoktol mért tavolsagaik Gsszege a = 10 cm, mésrészt a gumiszalak
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egylittes hossza L1 + Lo = 12 cm > a. A fokuszpontok tavolsaga ¢ = 2 (g) — (§> =8 cm. Az O; fokuszpontbol

rajzolt Ly = 8 cm sugart kor az A és A’ pontokban, az O kdzépponti L = 4 ¢cm sugara kir a B és B’ pontokban
messe az ellipszist (1. abra)!
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1. dbra

Az elobbiekbdl kivetkezik, hogy az ellipszis AB és A’ B’ ivén mindkét gumiszal feszitetlen allapotban van, az AA’,
BB’ iveken pedig az egyik gumiszdl lesz megfeszitve. Az utobbi szakaszokon a testre hat6 erének wvan az ellipszis
érintGjének irdnyaba mutatd OsszetevGje, tehat nem lehet egyenstlyban. Kivételt jelent a nagytengely két végpontja,
ezekben a test instabil egyenstlyi helyzetben van. Az AB és A’ B’ iveken mindkét gumiszal laza, a testre nem hat erd,
tehat a test az ivek barmely pontjaban egyensilyban van.

A k; rugoéallandoji gumiszal akkor lesz legjobban megnytjtva, ha a test a nagytengely P» végpontjdban van. Ebb6l
(az instabil egyensulyi helyzetbdl) kimozditva a test akkor fog megallni, amikor az 1-es gumiszéal rugalmas energidja
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ahol [-lel jeloltiik a testnek az Oy fokuszponttol mért tavolsagat. A megadott értékekkel I = 4,5 cm adodik. Itt all meg
a test elGszor, majd visszafelé indul.

A test sebessége ott maximalis, ahol rugalmas energidja minimaélis, tehat ahol stabil egyensulyi helyzetben van.
Ezek a pontok az AB vagy A’B’ iv pontjai. Itt mindkét gumiszél laza, az energiamegmaradas torvénye szerint a
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egyenlet hatérozza meg. Innen v = 0,447 m/s, amely sebességet a test az A(A’) pontban éri el, és ezzel halad 4t az
AB(A'B') iven.

B) vdltozat: Jelentse a, ill. b az ellipszis fél-nagytengelyét, ill. fél-kistengelyét! Az ellipszis pontjainak a fokuszpon-
toktol mért tavolsagaik Osszege 2a = 20 cm, és L; + Lo < 2a. Ezért az ellipszisnek nem lesz olyan pontja, amelyben
mindkét gumiszal laza, de lesz olyan, amelyben mindketté megfeszitett. A nagytengely két végpontjaban a test most
is instabil egyenstulyi helyzetben van. Keressiik meg a stabil egyensulyi helyzetet! A testre a 2. abran lathaté erck
hatnak, N az ellipsziskeret altal kifejtett erd, ami merdleges az ellipszis érint§jére. Egyensuly akkor van, ha az F; és
F; erck érint6 irdnyd Osszetevoi egyenld nagysaguak és ellentétes iranyuak.

2. abra

Egy geometriai tétel szerint az ellipszis érintjére merdleges egyenes felezi a két vezérsugar altal bezart szoget (1. pl.
Hajos Gyorgy: Bevezetés a geometridaba, 408. o., Tankonyvkiadé, Budapest, 1960). Igy a 2. d4bran a-val jeldlt szogek
egyenlSek, és a rugalmas erk érint6 irdnyd OsszetevSinek nagysaga Fjsina és Fhsina. Ezek alapjan az egyensily
feltétele:

Py = Fs.



Legyen megnyujtott dllapotban az 1-es gumiszal l;, a 2-es gumiszal l2 hosszisagu.
A feltételt az alabbi méodon irhatjuk at:
ki(ly — Ly) = ka(la — La),
és
ll + ZQ = 2a
az ellipszis definici6ja miatt. E két egyenletbdl

- kiL1 + k2(2a — Lz)
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A megadott értékeket behelyettesitve azt kapjuk, hogy a test az Oy fokuszponttol [y = 14,4 cm-re, az O2 fokuszponttol
lo = 5,6 cm-re lesz stabil egyensulyi helyzetben.

A maésodik és harmadik kérdésre most is az energiamegmaradés torvényének felhasznalasaval valaszolhatunk. A
test az Oy fokuszponttol olyan [7, az Oy fokuszponttol olyan 5 tavolsadgban fog elGszor megallni, amelyekre
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§k1(a +c— L1)2 = gkl(lf — L1)2 + §k2(l; - L2)2; és ZT + l; = 2a.

Ennek az egyenletrendszernek a fizikailag értelmes megoldasa 7 = 11,3 cm, I3 = 8,7 cm. (Most ¢ = v/ a? — b2 = 8 cm.)
A test sebessége most is a stabil egyensilyi helyzetben lesz maximélis. Az energiamegmaradas alapjan
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amibdl vmax = 3,12 m/s.

Megjegyzések. 1. A B) vdltozatban az egyensulyi helyzetet a rugalmas energia minimalizalasaval is meghatérozhat-
juk. Legyen a test az egyes fokuszpontoktol x és y tavolsagra.
A rugalmas energia:
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Sk = L1)* + ke y = Lo)?,
ésx+y=2a,x = L1,y = Lo, y-t x-szel kifejezve az energia
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alakd. Ennek minimumbhelyét teljes négyzetté alakitassal, vagy differencialszamitassal kaphatjuk meg. Természetesen
az ¢ = lj, y = Iy eredmények adoédnak.

2. T6bb megold6é a gumiszélat rugénak tekintette. A gumiszélat azonban a rugéval ellentétben nem lehet Gssze-
nyomni.



