I. Egy kezdetben forgd és halado test viselkedését vizsgaljuk. Megfelel§ kiilsé eré hatasara forgémozgasa lassul,
ezzel a teljes mozgasi energidja csokken, ill. haladasi sebessége n6 ennek soran novekszik impulzusa. Igy teljesiilhetnek
a feladat feltételei.

Tekintsiink egy konkrét példat! @ tehetetlenségi nyomatéki, m tomegi, r sugart, kezdetben w szogsebességgel és
v tomegkozépponti sebességgel mozgd hengert vagy golyot helyezziink vizszintes lapra. A sturlodasi erd (S) annyi ideig
(t) gyorsitja a testet, amig gordiilés nem jon létre (1. abra). Ezutan egyenletes v sebességgel és w' szogsebességgel fog
mozogni.

A kivant impulzus- és energiamérleg:
(1) 2 =2mv=mv' =T,
(2) E = (1/2)mv* 4 (1/2)0w? = mv? + Ow'? = 2F'.
A tiszta gordiilés feltétele:
(3) W=/
Az impulzus (I) és impulzusmomentum (N) megvaltozasat a mozgasegyenletek alapjan hatarozhatjuk meg:
(4) St=1—1=mv,
(5) —Str=N —N =0 —w).

Az (1) és (3) egyenletekbdl w'-t és v'-t a kezdeti adatokkal kifejezhetjiik.
Helyettesitsiik be eredményiinket egyrészt (2)-be, majd rendezziik at az egyenletet:

Tmv?  8v?
2 __
(6) w" = —: + T‘_2

Maésreészt helyettesitsiik be el6bbi eredményiinket (4)-be és (5)-be, majd osszuk el (5)-6t (4)-gyel és fejezziik ki w-t:

2v  mor

(6) és (7) nem mondhat ellent egymasnak, ezért (7)-et négyzetre emelve a jobb oldalakat egyenldvé tehetjiik. v?-tel
valé egyszertisités utan a
(4/7*)0% + 3mO — m*r? =0

egyenlet adodik. Ennek megoldéasa

(8) O = (1/4)mr?.
(7)-be helyettesitve az

9) w = 6v/r,

egyenldséghez jutunk.

Nem nehéz belatni, hogy ha egy a (8) és (9) tulajdonsagokkal rendelkez (nem egyenletes siirtiségii) golyot helyeziink
vizszintes lapra, akkor a kivant feltételek valoban teljesiilnek.

A surlodési egyiitthatoé konkrét értéke nem jatszik szerepet a feladat megoldasaban. Az S sarlodasi erd éltal a
tiszta gordiilésig atadott impulzus fliggetlen S nagysagatol.

Gliick Ferenc (Bp., Apéaczai Csere J. Gyak. Gimn., III. o. t.)

II. Most olyan esetet vizsgalunk,amelyben a ,test” két fliggetlen részbsl all. Mozogjon kezdetben az m; tdmegd
rész vy (v1 < 0), az mg t0megi rész pedig ve sebességgel (2. abra)!



2. dabra

Hassunk kiils6 F er6vel mi-re (sebességével ellentétes iranyban), amig v} sebességre nem tesz szert. A masik test
mozogjon zavartalanul.
A két darabbol allo testre felirjuk az energia- és impulzusmegvaltozas altalunk kirott feltételeit:

10 E = (1/2)mv? + (1/2)mav? = mlv’2 + mov? = 2F";
1 2 1 2

11 21 = 2myvy + 2mevs = movy + mv, = I'.

(11) 1

Mindkét egyenletb6l kifejezhetjiik v)-t:

2
12 U1 ma o

(12) V1T S T o
(13) 1)/1 = 2’01 + @ V2.
my

Az egyenletek nem lehetnek ellentmondoéak, ezért
vi om m 2
e —21)5 = (2v1 + —2@2)
m
Ezt példaul v;-re megoldva egy, a kezdeti adatok kozotti Osszefiiggéshez jutunk:

V22 mi
14 = —4£,/2-T—].
(14) v Tmy ( mz)

Az impulzusnovekedést csak akkor kisérheti az Gsszenergia csokkenése, ha vq1 < 0, mikozben ve > 0. Ez (14)
fennallasa esetén mindig teljesiil. Fenn kell még allnia a

(15) (2/7) = m1/ma

egyenl6tlenségnek.
(13)-ba (14) alapjan vi-et behelyettesithetjiik:

VoMo mi
1 - 142, /27",
(16) o = 2 ( J mQ)

A sziikséges kiils6 F erchatas t ideig tart. Ezalatt mq felveszi a v] sebességet:

Vo2 m
(17) Pt = my (v} — o) = 272(31,/2_%_;).

Eszerint mindig F' > 0 kell, hogy legyen.

A fentiek alapjan konnyen lathato, hogy ha a (14) és (15) feltételeket kielégits kezdeti allapot utan az m; tomegd
testnek (17) szerinti F't impulzust adunk, akkor az Osszimpulzus kétszeresére né, mig a teljes mozgasi energia a felére
csokken.

ITI. A harmadik eset leirdsakor tagabban értelmezziik a feladatot. Az energiacsokkenést ne kozvetleniil a kiilsé erd
okozza, hanem bels6 disszipacié. Ilyen lehet a rugalmatlan titkdzés.
A 3. dbra szerint mozogjon egy m1 tomegi test v sebességgel a nyugvo mo test felé, majd iitk6zzenek rugalmatlanul.

7y ]

3. dbra

A kozos v* sebességiik felvétele utan impulzusukat kétszeresére novels kiilss erével hassunk rajuk. Az iitkozést az
impulzusmegmaradéassal irhatjuk le:



A kivant feltételek:
(19) 21 =2(my + ma)v* = (my +ma)v' =T,
(20) E = (1/2)m1v® = (my + mo)v'> = 2,

ahol v a gyorsitas utani sebesség és F = (1/2)m1v? a teljes rendszer mozgasi energiaja az iitkozés el6tt.
(19) és (20)-bol (18) felhasznalasaval v'-t kifejezziik.

, 2mqv .
L | T LU G
mi 4 mo 2(m1 +ma)

< 2mqv >2 B myv?
mi + mo o 2(m1 —l—mg),

mo = 7m1.

Akkor nem jutunk ellentmondésra, ha

azaz, ha

Ebben az esetben v kezdGsebesség mellett az iitkdzés utan v* = v/8 lesz a kozos sebesség. (19) alapjan v’ = v/4,
azaz (v/8)-rol (v/4)-re kell a 8m; tomeg testet felgyorsitanunk. Ezzel 6sszhangban van az

(21) Ft = myv.

egyenldség.
Valositsuk meg a kezdeti allapotot nehézségi erStérben! Az m; t6megi test legyen a nagyobb test folott, és inditsuk
v, lefelé irdnyuld kezdGsebességgel, mig a masik testet csak elengedjiik. Az {itkozésig v marad relativ sebességiik.
Pongyolan fogalmazva, az ,egész test’-re F = 8myg erd hat. (21) szerint ennek ¢t = v/(8¢) ideig kell hatnia. Ha
ezalatt mar egymaéashoz tapadtak a testek, akkor a ¢ pillanatban a feladat feltételeinek eleget tesz a rendszer. Ha ¢
kicsi, akkor mi-et ma-hoz kozelebbrdl kell inditani.

Tokagi Zsolt (Szeged, Sagvari E. Gyak. Gimn., III. o.t.)

Megjegyzés. Olyan megoldas legfeljebb 1 pontot kaphatott, amelyben a vizsgalt test tomege a folyamat kdzben
,n6tt meg”, példaul azaltal, hogy ratettek egy masikat.



