I. megoldas. Mivel a lejté nincs kitamasztva, és a talaj mentén a surlodéas elhanyagolhaté, a lejté is mozogni fog.
A labaknal hato er6k megadasahoz két adat sziikséges: a henger lejt6hoz viszonyitott helyzete az id6 fliggvényében,
valamint a lejtére hato erd a henger érintkezési pontjanal. Az 1. abran a henger lejt6hoz viszonyitott helyzetét az ',
y" koordinatékkal; a lejt6re gyakorolt erst a K,, K, komponensekkel jelsltiik.

A lejt6 fliggtlegesen nem gyorsul, tehat
(]_) Mg+Ky:F1+F2,

ahol F; a magas oldalon, F az alacsony oldalon levs labaknal hato erSk ereddje. A lejté nem fordul el, ezért a tomeg-
kézéppontra felirt forgatonyomatékok eredGje nulla. (Mivel a lejt6 vizszintesen gyorsul, a forgatonyomatékokat nem
lehet 6nkényesen megvalasztott pontra felirni. Merev testeknél a tomegkozéppontra felirt forgatonyomaték tetszéleges
mozgésnal helyes eredményt ad — 1. Budé: Mechanika 28.§ és 49.§.) Ha a lejt6 tomegkozéppontja yo magassagban van
— az [ hosszisagu alaplap mentén koézépen —, akkor a forgatéonyomatékok ereddje:

(2) (/2)Fs + Koy — o) + K, [(1/2) - 2'] - (1/2)F; = 0.

Az (1) és (2) egyenletekbdl a lejté magas oldalan levs egy-egy labnéal ébreds erd:

1 1 1y -y 1 1—-2a
SR = Mg+ oK, Sk,
®) 1= MIt [Tt
mig a masik oldalon
1 1 1y -y 1 2
4 “R=-Mg- <K, “k, L
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2. abra



Az er6k és a gyorsuldsok meghatarozasihoz vizsgaljuk elGszor a henger mozgasat. A 2. abran a hengerre haté
er6k és a gyorsulasokndl hasznalt pozitiv irdnyok vannak feltiintetve. A lejt6 nyomoéereje merGleges a lejté sikjara
(tehat N, = Nsina, N, = N cosa), viszont |N| # mgcosa, mert dlld koordindta-rendszerben a henger lejtdirdnyu
elmozduléasa a lejt6 mozgéasa miatt azt jelentené, hogy a henger elhagyja a lejtét.

A mozgasegyenletek:

(5) maz = Ny — Sz = Nsina — S cos a,

(6) may =mg — Ny — S, =mg — Ncosa — Ssina,
(7) 08 = (1/2)mr*p = Sr.

Ha a henger csiiszva gordiil, akkor a sirlédési erd:

(8) S = uN,

mig tokéletes gordiilésnél S < puN, és ekkor a surlodasi erd értékét a gordiilés kényszerfeltételébsl lehet meghatarozni.

3. dbra

A hengerre hato erck ellenereje a 3. dbran lathato. A lejtd vizszintes gyorsulasat (A,) az abran feltiintetett elGjellel
tekintjiik pozitivnak. A lejtére hato erdk a henger érintkezési pontjanéal:

9) K,=N,—S5,=Nsina— Scosa,
(10) Ky,=Ny+ S, =Ncosa+ Ssina.
A mozgasegyenlet:

(11) MA, =N, —S, =Nsina — Scosa.
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4. dbra

A kényszerfeltételek meghatarozasdhoz a 4. abran felrajzoltuk a henger és a lejté helyzetét két egymést kdvetd

pillanatban. Mivel a henger a lejtén marad, Ay = (Az + AX) tg «, ezt az Osszefiiggést az id6 szerint kétszer derivalva
az

(12) ay = (ag + Ax) tg o

kényszerfeltételt kapjuk. Tokéletes gordiilésnél, ha a henger a két helyzet kozott Ag szogelfordulast végez, a henger
keriiletének ry szakasza megegyezik a CB tavolsaggal (a C' pontnak megfelel§ helyrdl indult és a B pontba érkezett)

Ax + AX
ro = ———j
cos o
ebbdl kétszeri derivéalassal:
xT Ail)
(13) rg=tet e

Cos &



5. dbra

Néhany atrendezést meg lehet tenni a cstuszva gordiilés és a tisztan gordiilés esetének szétvalasztéasa elstt. A (6) és
(11) egyenlet 6sszehasonlitasabol:

(14) A;E = MG@,
igy a ,lejtén maradas” kényszerfeltétele (12) alapjan
(15) ay = ag [1 4+ (m/M)]tg c.

Cstuszas esetén az (5), (6), (8) és (15) egyenletek egyszert egyenletrendszert alkotnak, amelynek megoldasa:

g(sina — pcos @) cos «
14+ (m/M)— (m/M)cosa(cosa+ psina)’
mg cos a

14+ (m/M)— (m/M)cosa(cosa+ psina)’

(16) Ay =

(17) N =

(Vegyiik észre, hogy M > m esetén valoban visszakapjuk az 4llo lejténél vart eredményt.)

A henger lejt6hoz viszonyitott helyzetének meghatarozasihoz az ' = (1/2)(a, + A,)t? relativ elmozdulast a (14),
az y = Isina — (1/2)a,t? tavolsagot a (15), a lejtére hato ercket a (8) és a (9), (10) egyenletekbe valo egyszert
behelyettesitéssel kapjuk:

1 gt?(sina — pcosa) cos
= 1 M
T3 14+ (m/M)— (m/M) cos afcos a + psin a) (L4 (m/A)]
y =lsina — 2'tg a,
K — mg(sina — p cos o) cos «
T 14 (m/M) — (m/M)cosa(cosa + psina)’
K - mg(cosa + psin a) cos a
Y 14 (m/M) — (m/M)cosa(cos o+ psina)’
A lejt6 labainal hato erdk ezek ismeretében, (3) és (4) alapjan:
1 1 1 mg cos o
ZF =-Mag+ = :
271 1 g+21+(m/M)—(m/M)cosa(cosa—i—usina)
. . [gt?/(20)] (sino — peosa)sina [l + (m/M)]  yo N
(sina—pcosa) |sina — A T osa (cosa 1 psina) 1
. [gt2/(20)] (sina — pcos @) cos a [1 + (m/M)]
1 1-—
(18) Hleosa+psina) 1+ (m/M) — (m/M)cosa (cosa + psina) | [
1 1 1 mg cos o
Py = —-Mag+ = :
22 = 1MIF S T (/M) — (m/M) cosa (cosa + psina)
( na) s [gt%/(21)] (sino — pcosa)sina [1 + (m/M)]  yq N
preosamsmasina 1+ (m/M)— (m/M)cosa(cosa+ psina) l

(19) +(cosa — psin @)

[gt?/(21)] (sino — pcosa) cos v [1 + (m/M)]
14+ (m/M)— (m/M)cosa (cosa+ psina) [



Tokeéletes gordiilésnél a surlodasi erét a (8) egyenlet helyett a (1) kényszerfeltételbdl és a forgomozgast leir6 (7)
egyenletbdl kell meghatarozni:

(20) S—ipletde Lma (1+ﬂ).

2 COoS « 2 cos M

A cstszasmentesen gordiilé henger mozgasat leiro (5), (6), (15) és (20) egyenletek megoldasa:

_ (2/3)gsin a.cos o
(21) Oz = 1+ (m/M) — (2/3)(m/M) cos? «
(22) o~ (2/3)gsin*a[l + (m/M)]

Y7 1+ (m/M) — (2/3)(m/M) cos® a

71 mgsina [1 + (m/M)]

(23) S=37 + (m/M) — (2/3)(m/M) cos2
mg cos o

= M= <1 - 3M) 14+ (m/M)— (2/3)(m/M) cos? «

Az 7', y koordinaték, valamint K, és K, meghatarozésa a,, a,, S és N ismeretében ugyanigy torténik, mint az
elgbb. Ha ezeket kiszamoltuk, (3)-ba és (4)-be helyettesitve tisztan gordiilés esetén a végeredmény:

1 1 mg sin o cos o
g f1= M9+ 3 T+ (m/M) — (2/3)(M/m) cos® o
, 1 gt? sin2a[1—|—( /M) y 3 1 m
. {sma 3T (/M) — (2/3) (/M) coZ o - lO + {2 (1 + m)ctga—k B <1 + M)tga} .
1 gt?sina cos a .
(25) '<1 T BT+ (m/M) = (2/3)(m/M) cos2a>}’
1 1 1 mg sin a cos o
2 12 = g M ST A = 2/3) (m/ ot @
{i gt?sin® a [1 4 (m/M))] LY Gnat
30T+ (m/M) — (2/3)(m/M)cos?a | |

e e =

Tokeéletes gordiilés akkor jon létre, ha a surlodasi egyiitthato egy kritikus, pg értéknél nagyobb. A kritikus surlodasi
egylitthatot legegyszertibben abbdl a feltételbsl hatarozhatjuk meg, hogy ha p = pg, akkor a ,csiszva gordiiléshez” és
a tokéletes gordiiléshez tartozo gyorsulasértékek megegyeznek. (16) és (21) egyenl6vé tételével pp-ra egyenletet kapunk,
aminek megoldasa:

1 14+ (m/M)
27 = —tga—— .
27) Ho = e T Tm/(3M)]
Mint minden korabbi kifejezés, ez is visszaadja a vart eredményt M > m esetén.
Osszefoglalva: a lejté labanal felléps erdk az idé fiiggvényében olyan parabolaivekkel dbrazolhatok, amelyek para-
métereit a u < po esetben a (18), (19); a p > uo esetben a (25), (26) egyenletek adjak meg.

II. megoldas. Az el6z6 megoldas hosszadalmas (elsGsorban a sokismeretlenes egyenletrendszerek megoldasa mi-
att), azonban kell§ tiirelemmel kiilonésebb nehézség nélkiil végigszamolhato. Az alabbi megoldasban — ahol a lejtével
egyiitt gyorsulé koordinata-rendszerben szdmolunk — a szamoldsi munka lényegesen kevesebb, de tobb buktatdval
talalkozhatunk.

A gyorsul6 koordinata-rendszerre vonatkozé mennyiségeket '-vel jel6ljiik. A hatas—ellenhatas torvénye alapjan tud-
juk, hogy all6 rendszerben ma, = M A,, azaz a lejtGvel egyiitt gyorsulo rendszerben a henger gyorsulésa:

(1) al, = a; + Ay = [(M/m) + 1] A,.

A gyorsul6 koordindta-rendszer nem inerciarendszer, de az un. tehetetlenségi er6k bevezetésével alkalmazhatok
a Newton-térvények. (Gyorsulé rendszerrdl 1.: Budé —Pocza: Kisérleti Fizika I. rész. F. fejezet.) Az A, gyorsulassal
mozgo6 rendszerben a m tomegid hengerre —mA,,, a lejtére —M A, tehetetlenségi eré hat, amelyek tamadaspontja az
egyes testek tomegkozéppontja. A gyorsuld koordinata-rendszerben a hengerre hat6 erék az 5. abran lathatok. Az dbra
alapjan megallapithatjuk, hogy a henger tgy fog mozogni, mintha egy o/ = a + 3 hajlasszogi lejtén ¢’ = g/ cos 3
nehézségi gyorsulasu térben lenne, ahol

(2) tgf = A./g.



A kozismert eredmények felhasznalaséval, cstszésnal
(3a) a'=g¢'(sina — pcosa’),
illetve tokéletes gordiilésnél
(3b) a' =(2/3)g sind’

a henger lejt6 iranyt gyorsulasa. Az alaplappal parhuzamos komponens mindkét esetben: a, = a’ cosa. Az o/ = a+ 3
és g’ = g/ cos B behelyettesitésével:

(4a) al, = gcosa[sina — pcosa + tg B(cos a + psina)],
illetve
(4d) al, = (2/3)gcosa (sina + tg B cos a).
I

(1) és (2) alapjan tg 5 = W/aﬁ. Ezt a fenti kifejezésekbe behelyettesitve egyismeretlenes egyenletet kapunk a’ -re.

m
A megoldas:
(5a) o — g(sina — pcosa) cosa [l + (m/M))

T 14 (m/M) — (m/M)cosa + psina)’

illetve
(50) o (2/3)gsinacosa [l + (m/M)]

T Iy (m/M) —(2/3)(m/M) cos? «

(valoban megegyezik az I. megoldas a, + A, = [1L + (m/M)] a, értékével). A fiiggsleges komponens mindkét esetben
a, = a,tga.

A lejtore a hengerre hato erck ellenereje hat. Mivel a henger vizszintes gyorsulasa al; |K,| = mal,, és mivel a fiig-
gbleges gyorsulasa a;; | K,| = m(g—aj,) = m(g—a tga). A labaknal hato erék meghatarozasahoz felirandé egyenletek
ugyanazok, mint az els6 megoldas (1) — (2) egyenletei. (Ha nem feledkeziink meg a gyorsul6 koordinata-rendszerben
a lejté tomegkodzéppontjaban haté —M A, tehetetlenségi erérsl, akkor ebben a rendszerben a forgatonyomaték mér
tetsz6leges pontra felirhato.)

Az eredményben szerepls mennyiségek (K, K,, 2’ = (1/2)a,t* és y' = Isina — (1/2)al, tga - t?) csak al,-t tartal-
mazzék paraméterként, amit a csiszés, illetve a gordiilés esetére az (5) egyenletben méar kiszamoltunk. A helyettesités
utan kapott eredmény természetesen megegyezik az [. megoldas végeredményével. Mihaly Gyo6rgy



