Ellenpéldaval megmutatjuk, hogy a feladat allitdsa nem igaz. Legyen a # 0 tetsz6leges racionalis, b pedig tetszdleges
irracionélis szam, példaul a = 1, b = V/2, és legyen f tetszoleges nem allando, a periodusi figgvény, peldaul f(x) =

2
sin ﬂ. Legyen veégiil a g(x) fliggvény értéke 1 mindazokon az x helyeken, amelyekhez talalhatok olyan m, n egészek,
a

melyekre © = ma + nb, és legyen g(zx) értéke 0 a tobbi z-re. Mivel az ma + nb alakt szamok halmaza megszamlalhatod
(éppen az m, n szamok segitségével), és a valos szamok halmaza nem megszamlalhato, van olyan z, amelyik nem
allithato el ma + nb alakban, itt tehat g(x) = 0, és mivel példaul g(a) = 1, a g(x) fliggvény nem allando.

Megmutatjuk, hogy az igy definialt g fiiggvény a és b periddussal is periodikus. Ha ugyanis x elGallithaté ma + nb
alakban: x = ma + nb, akkor © +a = (m + 1)a+nb és z + b =ma + (n + 1)b, tehat g(x) = g(x + a) = gz + b) = 1.
Ha pedig = nem é&llithaté el6 ma + nb alakban, akkor sem x + a, sem = + b nem allithat6 el§ ilyen alakban, és igy
g(z) =g(z+a)=g(x+b)=0.

Tehat sem f, sem g nem allandé, f periodikus a periédussal, g periodikus b periddussal, és mivel g az a periédussal
is periodikus, f 4+ g is periodikus, mégpedig a periodussal.

Fehér Jozsef (Miskolc, Foldes F. Gimn., IV. o. t.)

Megjegyzés. A téves kitlizés oka, hogy tévedésbdl elmaradt az a feltevés, hogy f is és g is folytonosak. Megmutatjuk,
hogy ha ezt feltessziik, akkor mar igaz, a feladat allitasa. Az attekinthet&ség kedvéért lépésekre bontjuk a bizonyitast,
minden 1épés el6tt kiilon megfogalmazva az éppen bizonyitando allitéast.

(1) Ha f(x) folytonos valos fiiggvény, a,, > 0 (n =1,2,...) a, — 0, és az a,, szdmok mind periodusai f-nek, akkor
f allandé.
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Valéban, legyen =z < y, p, = [ } . Ekkor

y—x

n

}(y_x)_pnan}:an< _pn> < Op,
azaz
T+ pnan, — y, han — oo,

f folytonossaga miatt
nlggo @+ pnan) = f(y),

de ay,-nel egyiitt p,a,, is periddus, igy minden n-re

f(@ + pnow) = f(),

és igy f(z) = f(y). f(z) tehat barmely két helyen ugyanazt az értéket veszi fel, azaz allando.

(2) Legyen f(x) folytonos, nem allandé fiiggveény és tegyiik fel, hogy f periodikus. Ekkor a pozitiv periédusok
kozott van legkisebb, és ezt c-vel jelolve minden periodus n - ¢ alaka, ahol n = (0),+1,£2, ...

Tegyiik fel, hogy f pozitiv periédusai kozott nincs legkisebb. Ekkor felvehetd pozitiv periodusok egy szigorian
csokkens B > o > ... > B, > ... sorozata. Az o, = By — Bpy1 18 pozitiv periddusok egy sorozata lesz, és a,, — 0.
Igy az el6z6 (1) allitasra hivatkozva f(x) allando, ami ellentmondés; van tehét, egy legkisebb c pozitiv periédus. Tegyiik
fel, hogy volna f-nek olyan ¢’ peridédusa, amely nem nc alakd. Igy van olyan n egész szam, hogy nc < ¢ < (n + 1)c.
Am (n+ 1)c — ¢ = d porzitiv periédusa f-nek és (n + 1)c — ¢ < (n+ 1)c — nc = ¢ miatt d < ¢, ami lehetetlen c
valasztasa folytan.

(3) Ha f(x) folytonos és periodikus a és b szerint, ahol a racionalis, b irracionélis, akkor f(x) allando.

Ha f nem volna allando, akkor (2) szerint minden peridédusa, igy a is, b is nc alaka lenne, és ebbol % racionalis,

ami feltevésiink szerint nem lehet.

(4) ha f(x) folytonos és periodikus, akkor korlatos.

Valoban, ha ¢ jeloli f egy periddusat, akkor f minden értékét felveszi mar a [0, ¢] intervallumon, ahol Weierstrass
tétele szerint korlatos. (Lasd IV. osztéalyos tankonyv, 89. oldal.)

(5) Legyen végil f folytonos és periodikus az a raciondlis szam szerint, g folytonos és periodikus a b irracionélis
szam szerint, és tegyiik fel, hogy h(z) = f(z) + g(x) periodikus, periédusa ¢ # 0. Ekkor h(z) = h(xz + ¢), azaz
f(x) 4+ g(x) = f(x +c) + g(z + ¢), vagyis minden z-re f(x +c) — f(z) = g(z) — g(x + ¢) fennall. Am a bal oldal a,
jobb pedig b szerint periodikus, igy mindkét oldal a és b szerint is periodikus. (3)-ra hivatkozva f(x + ¢) — f(x) és
g(x+c)—g(z) allando. Mondjuk f(x+c) — f(z) = K. Itt « helyébe rendre x+c—t, x4+ 2c—t..., x+ (n—1)c—t-t irva,
Osszeadassal f(x + ne) — f(z) = nK, és ez tetsz6leges n = 1,2, .. -re fennall. Mivel (4) szerint f korlatos, ez csak ugy
allhat fenn, ha K = 0, mert kiilénben a jobb oldal n névekedésével nem korlatos. Ezzel belattuk, hogy f(z) periodikus
¢ szerint, és pontosan ugyanigy kovetkezik, hogy g(z) is periodikus ¢ szerint. Ha most mér ¢ racionalis, akkor (3)-ra
hivatkozva ¢ allando, ha pedig ¢ irraciondlis, akkor megint (3) alapjan f &llando, és ezzel allitasunkat belattuk.



