I. megoldas. A polinom igy alakithat6 at:

($n+xn—1)2+2(xn—l +$n_2)2+---+(n—k) (xk-i-l +xk)2+---+n(;v+1)2+n+1=
=(@+1)? (@ 2422+ (n—k)2? + o+ (n—1D2? +n) +n+ 1.

Az elsG alakban z2**1 csak a kiirt tagbol keletkezik, egyiitthatoja 2(n—k); 2% pedig a kiirt tagbol és az azt kovetGbol
adodik, ha k > 1, egyiitthatoja tehat n —k+n+1—k = 2n+ 1 — 2k. Végiil a konstans tagn+n+1 = 2n + 1.
Valoban az f polinomot irtuk tehat at mas alakra. A mésodik atalakitas helyessége nyilvanvalo.

A nyert alakbol lathato, hogy f(—1) = n+ 1, és mas helyen f értéke ennél nagyobb. A keresett minimum tehat
n+ 1 és ezt a —1 helyen veszi fel a polinom.

II. megoldas. Teljes indukcioval bizonyitjuk, hogy a polinom értéke a —1 helyen n + 1, masutt ennél nagyobb.

Jeloljiik a polinomot f,-nel.
file) =2 +22+3=(x+1)*+2>2,

amibdl vilagos, hogy n = 1-re helyes az allitas.
Tegyiik fel, hogy n-nek egy k — 1 értékére igaz az éllitas. A nyilvanvalo
(@) = fom1(@)2® + 2kx + 2k +1 = (fr_1(z) —k)z® +k(z+ 1) +k+1

alakbol azt kapjuk, hogy fr(—1) = k+ 1, és minden mas helyen a jobb oldal mésodik tagja, tovabba a feltevés szerint
az els6 is pozitiv.

Az allitas helyessége tehat 6roklgdik k& — 1-r6l k-ra. Igy minden n-re igaz az allitas.

Megjegyzés. Végezhetjiik az indukcioés bizonyitast az

fa(@) = faci(@) + 27" + 222" 42 (2* 242 4 1) =
_ fn—l(x) 414+ x2n —142 ((x2n—1 4 .%'2"_2) 4 (x2n—3 4 .%'2"_4) Lt ((E 4 1)) _
=foc1(@)+14+@+1) (2 -1 +2) (@2 +2® 1+ +a2? +1) =
foc1@) + 14+ (@+1)2 (@ 2+ 4+ 427+ 1)

atalakitas alapjan is.

II1. megoldas. Megoldhatjuk a feladatot differencidlhanyados segitségével is. Vilagos, hogy nemnegativ = értékekre
a polinom pozitiv, és = novekedtével ns. Negativ = értékekre egy més alakban irjuk a polinomot.

2n+1 2n 2n—1 a2 —1
xf(z) — flx) == +a"+x —|—-~-+x—2n—1:71—(2n+2).
T —
Innen pedig
(@) 22"t — (2n+2)z +2n+1
x) = .
(z —1)?
1
A derivaltat mint a szamlalo és az m fiiggvény szorzataét hatarozzuk meg:
() = 2n+2)2*" ! —(2n+2) 22*"7 —(2n+2)z+2n+1 _
@17 @—1)
_2n (222 —1) — (2n +2) (2! — 2) B
B (x—1)3 B
=2(zx+1) ( ) (Ec—l)l ( )

Itt negativ x-re a szamlal6 mind a két tagja és a nevezd is pozitiv, az x + 1 tényezd pedig a —1 helyen negativboél
pozitivba megy at. A fiiggvény tehat minimumat az © = —1 helyen veszi fel. A minimum értéke (pl. az f(x) utolsd
alakjabol szamolva) n+1.



