I. megoldas. Tegyiik fel, hogy az n egész, és x és y pozitiv egész szamokra teljesiil, hogy
(1) an® +b = 22, és a(n+ 1) +b =1

A megfelel oldalak kiilonbségét képezve és az n-et tartalmazoé tagot kifejezve

2an = y* — 2% — a.

Ezt az els6 egyenl&ség 4a-szorosaba helyettesitve és rendezve a kovetkez6t kapjuk:
zt — 2277 + y* — 2a(2? + %) + a® + 4ab = 0.

Mind a két oldalhoz 4x2y-et hozzdadva a bal oldalon az utolsé tag kivételével teljes négyzet keletkezik. Ezt mind a
két oldalbdl levonva a jobb oldal szorzatta alakithato:

4ab = (2zy — 2* — y* + a)(2zy + 2% + y* — a).
A bal oldal egy felbontéasat kaptuk tehat két egész tényezs szorzatara. A kindlkozod teljes négyzetté alakitasokkal
a—(z—y)?=q, (x+y)?—a=q, ahol q¢q = 4ab.

Innen kiszamithato x és y. Ha ezek egész szamnak adddnak, akkor pl. az (1) els6 egyenléségébdl n-re legfeljebb két
egész értéket kapunk. A feladat kovetelményeit tehat legfeljebb négyszer annyi n érték elégiti ki, mint ahényféleképpen
4ab két tényezs szorzatara bonthato, tehat valoban véges sok.

Megjegyzések. 1. Konnyt olyan polinomot talalni, amelyikhez van a feltételeket kielégits n érték. A 3n2+1 polinom
értéke példaul a 0 és 1 helyen 1, ill. 4.

2. Nem lényeges a és b pozitiv volta, csak az, hogy egyik sem 0, hiszen okoskodasunk akkor is helyes marad, ha a
4ab szorzat negativ, és ha a felbontasnal negativ tényezGket is megengedniink.

A feladat allitasa érvényes ennél is altalanosabban minden egész egyiitthatos az? 4 bx + ¢ masodfoka polinomra,
amelyik nem els6fokinak a négyzete. Az els6foku tag elhagyasa csak a szamolasi bonyodalmak csokkentését szolgalta.
Valoban, ha ennek a polinomnak az értéke az n helyen is, az n + 1 helyen is négyzetszam, akkor a fentihez hasonldéan
szamolva

2an +a +b=y? — 2%

Innen 2an-et a
4a’n® + 4abn + dac = dax®

egyenlGségbe helyettesitve megfelel§ atrendezés utan az
y* —20%y% 4+ 2t — 2a(2? + y*) + a® + dac — b* =0

egyenlséghez jutunk. Az, hogy a polinom nem elssfoku négyzete, azt jelenti, hogy 4ac — b? # 0, és igy innen mar
ugyandgy okoskodhatunk tovibb, mint a fenti megoldéasban.

3. A lehetséges n értékek szaméara nyerhetnénk kisebb korlatot, de a célunk csak ilyen korlat 1étezésének a bizonyitasa
volt.

II. megoldas. Az bizonyitjuk, hogy a feladat allitasa igaz minden 0-t6l kiilonb6z6 a, b egészre. Ha a < 0, akkor

b
an® + b negativ, amint n? elég nagy, ( n* > —), tehat legfeljebb véges sok egész n-re lehet négyzetszam az értéke.
—a

Elég tehat azt az esetet vizsgalni, ha a > 0.
Az (1) alatti két egyenlség bal oldalanak a szorzata

(1,2TL2(7'L + 1)2 + 2ab(n2 + TL) +ab+ b2 = (a,n(n + 1) + b2) + ab.

Ez feltétel szerint négyszetszam. Ez nem lehetséges akkor, ha b > 0 esetén a jobb oldal kisebb, mint (an(n+1)+b+ 1)2,
illetve ha b < 0 esetén nagyobb, mint (an(n -+ 1) +b— 1) Megmutatjuk, hogy ez a feltétel mind a két esetben teljesiil,
amint n elég nagy.
Ha b > 0, akkor a feltétel
2an® + 2an +2b+1—ab >0

alakra hozhat6. Ekvivalens egyenl6tlenségre jutunk, ha mind a két oldalt megszorozzuk pozitiv 2a szdmmal. Ekkor
megfelel§ atalakitasokkal a
(2an + a)* > 2a%b + a® — 4ab — 2a

egyenlGtlenségre jutunk, ez pedig minden elég nagy abszolutértékd n-re teljesiil, mivel a jobb oldal nem fiigg n-tGl.
Ha b < 0, akkor
2an* + 2an +2b—1+ab >0



alakra hozhaté a feltétel és ez ismét minden elég nagy abszolutértékd n-re teljesiil.

Megjegyzés. Ez a megoldas is alkalmazhato lényes valtoztatas nélkiil tetszés szerinti masodfoki polinomra, amelyik
nem elséfoka négyzete, csak lényegesen tobbet kell szamolni.

III. megoldas. Ismét az el6z6 megoldasban nyert Allitdst bizonyitjuk, de mint ott, most is elég azt az esetet
vizsgalni, ha a > 0.

Feltehetjiik azt is, hogy n > 0, mert n-nel egyiitt —n — 1 is kielégiti a feltételeket, és a kettd koziil az egyik nem
negativ.

Tegyiik fel, hogy

an® +b=7r% an+1)>+b=(r+s).

valamilyen pozitiv egész r és s szammal. Ekkor
(2n + 1)a = 2rs + s > 2rs.
Pozitiv egész szamokrol 1évén szé, ez akkor és csak akkor teljesiil, ha
(2n + 1)%a* > 4r°s* = 4(an® + b)s>.
Innen, mivel an® + b pozitiv négyzetszam,

g2 (2n +1)%a? < (2a+a/n)? < (2a + 1)?
4dan? +4b — 4a—4[b|/n? — 4da—4 "

ha n nagyobb a-nal is, \/|b|-nél is. Igy s az ezen hatér folotti n-ekre csak véges sok kiilonboz értéket vehet fel.
Minden ilyen s-re négyzetre emelve a (2n + 1)a — 52 = 2rs egyenlGség ket oldalat és felhasznalva r jelentését

4a*n? + 4a®’n + a® — 4as’n — 2as* + s* = 4r?s* = das*n® + 4bs>.
Ezt n hatvanyai szerint rendezve
4a(a — s*)n? + da(a — s*)n + a* — 2as* 4 s* — 4bs* = 0.

Eszerint minden sz6bajové s értékhez legfeljebb két megfelels n érték létezhet, ha s? # a.

Nem lehet viszont s> = a, mert ekkor egyenldségiink azt adna, hogy 4ab = 0, ami nem teljesiilhet, mert sem a, sem
b nem 0. Az n-re adott korlatok alatt Osszesen is csak véges sok nem negativ egész van. Ezzel a bizonyitandé allitast
nyertiik.



