I. megoldas. El6szor belatjuk, hogy ha egy racspontot egy mésik racspontra, vagy pedig két racspont 6sszekdts
szakaszanak felez6pontjéra tiikroziink, akkor a tiikorkép racspont. Tudjuk ugyanis, hogy ha az A pontot B-re tiikrozve
a C ponthoz jutunk, akkor A és C megfelel6 koordinatainak Osszegei a B pont megfelels koordinatainak kétszeresével
egyenlSk. Két racspont Gsszekots szakaszanak felezépontjarol tudjuk tehat, hogy koordinatdinak kétszeresel egész
szamok. Még inkabb igaz ez egy racspontra, hiszen egész szdmok kétszeresei is egész szdmok. Ha most egy racspontot
ilyen pontra tiikroziink, akkor megallapitasunk értelmében a tiikrézott racspont és a tiikrozéssel nyert pont megfelels
koordinatainak Osszegei egész szamok. A tiikrozéssel kapott pont tehat racspont, mert koordinatai egész szamok
kiilonbségei.

Tekintsiik most mér a feladatban szerepeltetett ABC haromszoget, s az ennek belsejében levs S racspontot.
Tiikrozziikk mind e pontokat az ABCA oldalainak felez&pontjaira (6. abra).

6. dbra

Valamennyi kapott pont racspont. A kapott csatlakozo A1 BC, AB,C, ABC; haromszogek belsejében van rendre
az S-bol tiikkrozéssel nyert S,, Sp, Se racspont. E haromszogek belsejében tobb racspont nincs, mert ha pl. az A; BCA
még egy racspontot tartalmazna, akkor ezt BC' felez6pontjara tiikkrozve az ABC/A-6n beliili méasodik racsponthoz
jutnank.

Tiikrozziik most az A; récspontot S,-ra. Az igy kapott racspont az A; B1C1 belsejében van, mert az A; pontboél
valo kétszeres kinagyitas az Ay BC/\-et az A1 B1C1/\-be, az S, pontot pedig a szoban forgd racspontba viszi. Ez a
racspont tehat az S, S,, Sp, Sc racspontok valamelyikével azonos, hiszen a fentiek szerint az Ay B1C1/\ belsejében nincs
maés racspont. Minthogy S,-ra tiikroztiink, S, maga nem lehet ez a tiikkorkép. Bizonyitjuk, hogy S, és S. sem lehet.
Elegendd ezt pl. S.-re bizonyitanunk. Az AS szakasz tiikorképe BC' és AB felez6pontjara az A1S, és BS, szakasz. E
szakaszok tehat AS-sel, s igy egymaéssal is parhuzamosak és egyenlk. Ezért A;.5,S5, B paralelogramma, és S. valoban
nem lehet A;-nek S,-ra vonatkozo tiikkorképe.

Belattuk igy, hogy Aj-nek S,-ra vonatkozoé tiikorképe csak az S racspont lehet. Ebbdl az kovetkezik, hogy A1, S,
S egy egyenesen van. Ez az egyenes athalad SS, és BC kozos felezGpontjan, tartalmazza tehat Aj-nek e felezGpontra
vonatkozoé tiikorképét, az A pontot is. Eszerint S rajt van az ABC/A A-bol induloé sulyvonalan. Az A, B, C' pontok
szerepének azonossiga miatt rajta van akkor a masik két silyvonalon is, ezért S az ABCA stlypontja.

II. megoldas. Felhasznaljuk az els6 megoldas els6 bekezdésében kimondottakat. Eszerint egy racspontbdl valo
kétszeres kinagyitads minden racspontot racspontba visz.

Legyen ismét S a szerepeltetett ABC/A belsejében levs racspont. Az S pontnak e haromszog kozépvonalai altal
alkotott A’ B'C’ A belsejében kell lennie (7. dbra), mert ha pl. az AB'C’ A tartalmazna az S pontot, akkor az A pontbol
valo kétszeres kinagyitas S-et az ABCA Altal tartalmazott Gjabb racspontba vinné.




7. dbra

Az S pontot az A’, B’, C' pontokra tiikrozve az S,, Sy, S. racspontokat kapjuk. Az AS,, BSy, CS,. szakaszoknak
k6zon O felez6pontjuk van. Ezt pl. az AS, és BS, szakaszokra abbol kévetkeztetjiik, hogy ABS, Sp paralelogramma,
hiszen AB és S,S), parhuzamosak és egyenl6k, mert mindketts az A'B’ szakasznak (C-bél, ill. S-bél valo) kétszeres
kinagyitasaval keletkezik.

Az S pontnak O-ra vonatkozé tiikérképe egy S’ racspont. Minthogy S az A’B’'C’A-ben, tehat még inkidbb az
SaSpS.A belsejében helyezkedik el, azért S’ e hdromszdg O-ra vonatkozo tiikorképében, az ABC A-ben van. Minthogy
azonban ebben a haromszdgben csak egyetlen racspont van, kell, hogy S egybeessék S’-vel, tehat O-val is.

Ezek szerint az AS, BS, CS egyenesek azonosak az SS,, SSp, SS. egyenesekkel, tehat athaladnak az A’, B, ¢’
pontokon. Ezek az egyenesek tehdt az ABC silyvonalai, és S a silypontja.

III. megoldas. Haromszogiinket egyik oldalanak felez&pontjara tiikrozve paralelogrammahoz jutunk. E parale-
logramma belsejében tartalmazza a haromszogiink belsejében levé racspontot és annak tiikdrképét, tobb racspontot
azonban nem. Ezt mar az els6 megoldas bevezets részében is belattuk. Elég ezért a kovetkezs allitast bizonyitanunk.

Ha egy paralelogramma csicsai racspontok, a hatdrdn tobb rdcspont nincs, és belsejében két racspont van, akkor
ezek a paralelogrammdnak eqy dtlojan vannak, s azt harmadoljdk.

Elgszor azt latjuk be, hogy egy paralelogramma belsejében levé ponthoz mindig taladlhat6é a paralelogramméanak
olyan csicsa, hogy az e csicsbol valé kétszeres kinagyitas azt a pontot a paralelogrammahoz tartozé pontba viszi. Ez
nyomban kovetkezik abbodl, hogy a paralelogrammét két kézépvonala négy paralelogrammara bontja, és ezeknek mind-
egyike egy—egy csticsbol kétszeresre nagyitva a teljes paralelogrammaba megy at. Tekintsiik most mar az allitdsunkban
szerepeltetett paralelogrammaét, és az ennek belsejében elhelyezkeds S és T racspontokat (8. abra).

D

8. dbra

Nem szerepelhet ezek kozott a paralelogramma kozéppontja, mert akkor a masiknak erre vonatkozo tiikkorképe a
paralelogramma belsejében elhelyezked6 harmadik racspontot adna.

Az el6re bocsatottak szerint a paralelogramma egyik B csticsanak S-re vonatkozo tiikorképe a paralelogramméhoz
tartozik. Ez a tiikorkép nem lehet a paralelogrammanak csiicsa, mert S nincs a paralelogramma hataran és nem azonos
a paralelogramma centrumaval. Kell tehat, hogy e tiikorkép a 7" pont legyen.

Ugyanigy adodik, hogy egy D csticsnak T-re vonatkozo tiikdrképe S-sel azonos. Ezzel belattuk, hogy S és T
harmadoljék a BD szakaszt. BD a paralelogrammanak csak atloja lehet, hiszen S és T nem lehet a paralelogramma
hataran. Ezzel allitasunkat bizonyitottuk.

IV. megoldas. Ismét tamaszkodunk az elsé megoldas elsé bekezdésében kimondottakra.
A feladatban szerepls ABC/A-et silyvonalai hat haromszogre bontjak (9. abra).




Az ABCA belsejében levs egyetlen racspontot e hat haromszognek legalabb egyike, pl. az AC1SA belsejében
vagy hataran tartalmazza, nem lehet azonban e racspont az AC, szakaszon. Az A pontbol valo kétszeres kinagyitas
ezt a racspontot olyan uGjabb racspontba viszi, amelyik az AC;SA kinagyitasaval kapott ABDA-ben vagy annak
hatardn van, de nincs az AB szakaszon. Minthogy az ABC/A nem tartalmazhat belsejében mésodik racspontot,
az Gjabb racspontnak az A; BD/A-ben vagy annak hataran kell lennie, de B-vel azonos nem lehet. Ha most ezt a
haromszoget az altala tartalmazott racsponttal egylitt az A; pontra tiikrozziik, azt kapjuk, hogy az A;C'SA-ben vagy
annak hatéran van egy C-t6l kiillonbozs racspont. Ez a racspont csak az ABC/\-ben levs egyetlen, AC1SA altal is
tartalmazott racspont lehet. Ez az egyetlen racspont azonos tehdt haromszogiink S sulypontjaval, hiszen az AC1S és
A;CS haromszogeknek nincs mas kézos pontja.

Megjegyzés. A harmadik feladat allitasdnak térbeli megfelelGje nem igaz: van olyan tetraéder, melynek csicsai
racspontok, hataran nincs tobb racspont, és belsejében egyetlen, a tetraéder silypontjatél kiilonb6zé racspont van.
Igy pl. az A(0, 0, 0), B(1, 0, 0), C(0, 1, 0), D(2, 2, 5) cstcsok altal adott tetraéder csak az R(1, 1, 2) racspontot
tartalmazza belsejében, és ez a tetraédernek nem silypontja.



