Elsd megoldds.
I. Bevezetés.

Hogy fontebbi feladatot megoldhassuk, néhany segédtételre van sziikségiink, melyeket a kdvetkezSkben levezetiink,
megéallapitvan a benndk felléps fogalmak értelmét.

1) Legyen adva két egyenes e; és e és az egyiken az QA;, By és Cq pont, mig a masikon az As, By és Cy pont.
Nevezziik az ugyanazon betiikkel jelzett pontokat egymdsnak megfeleldknek és valasszunk az els§ egyenesen egy tet-
széssszerinti 4-ik X7 pontot. A mésodik egyenesen az X;-nek megfelel6 Xo pontot szolgéaltassa az

(AlBlchl) = (AQBQOQXQ) 1)
relaczio, melyben
AC  AX

Az 1) alatti egyenlet segélyével az elsé egyenes minden egyes pontja mellé egyértelmien rendeltiik a méasodik egyenes
egy-egy pontjat.

Két egyenes pontjainak végtelen sorozatait, melyeknek egyedei ily modon rendelvék egymds mellé, projektivikusoknak
nevezzik.

2) Legyen adva két pont P; és Py és hiuizzunk az elsén keresztiil harom egyenest ai-et, bi-et és ci-et, a méasodikon
pedig harom 14j egyenest aqg-et, ba-et és co-t. Nevezziik az ugyanazon betiivel jelzett egyeneseket egyméasnak megfele-
16knek és valasszunk egy tetszésszerinti a Pj-en keresztiillmend egyenest x1-et. A Py ponton keresztiilmend és az x1-nek
megfelel§ zo egyenest szolgaltassa az

(alblclxl) = (CLQbQCQIQ) 2)
relaczié, hol
sin(ac)  sin(ax)
sin(bc) ~ sin(bx)

(abex) =

A 2) alatti egyenlet segélyével az els6 sugarsor minden egyes sugarat egyértelmten rendeltiik a masodik sugéarsor
egy-egy sugara mellé.
Két ily sugdrsort szintén projektvikusnak fogunk nevezni.
3) Ha végre
(ABCX) = (abcz) 3)

az illetd pont- és sugdrsort szintén projektivikusnak mondjuk.

I. Tantétel. Ha két projektivikus pontsor pontjai koziil az Ay, Bi, ..., Xj-et Osszekotjik valamely Py, és az
Ay, B, ..., Xo-t valamely P, ponttal a nyert sugarsorok szintén projektivikusak, vagyis az

(AlBlchl) = (A2B2O2X2)

relacziobol folyik az
(alblclxl) = (angCQCEz)
relaczio.
A P1A1 Ol, PlBl Ol, P1A1X1 haromszbgek tekintetbe vételébsl k('jvetkezik, hOgy
(A1B1C1X1) = (a1biciy),

mert mind a négy ugyanazon magassagi lévén, a teriileteikb6l képezhet6 ket t §s-viszony

tl . t3 _Alcl . Ale
to ' t4_B101 ' Ble

mig masrészt

(t1tatsts) PiAy - PiCisin(aicr) | PrAr - PrXsin (i) (arh )
- : - Z1).
1t2t3ls Py By - P,Cysin (byeq) P, B; - PLX; sin (bia1) aibiciry

Hasonléképpen bizonyithat6, hogy

(A2 B2CoXs) = (asbacamws)

és igy els6 tantételiink igazolva van.
Ha az a; és ao metszéspontjat A-val s. 1. t. jeleljik, az A, B, ... pontok &ltalanossagban nem fekiisznek egy
egyenesben és a P, P, = p; egyenesnek nem felel meg a masodik sugarsor PoP; = g9 egyenese.



II. Tantétel. Ha A, B, ... stb. egy e egyenesben fekiisznek a Py P, = p; sugarnak a P,P; = po sugér felel meg
és megforditva, ha P; Po-nek P, P; felel meg, az A, B, ... stb pontok egy egyenesben fekiisznek. Két ilyen sugérsort
perspektivikus helyzetinek mondunk.

Legyen a p; és az e metszéspontja P; ekkor

(PABX) = (praibizy)

és csak akkor lehet
(p2agbar2) = (praibizy)

ha ps is P-n megy keresztiil, vagyis, ha
p1 =D2
Megforditva, ha p; = po, akkor
(praibiz1) = (p2a2b222)

relaczié csak ugy allhat fenn, ha X a PAB egyenesbe esik. Mert ha az 1 és x2 egyenesek az e-t X7 és Xo pontokban
metszenék, a (p1a1bixy) = (paasbax2)-bol, a

(PABX,) = (PABX,)

relaczio kovetkeznék, mely csak akkor allhat fenn, ha X; = X, = X.

III. Tantétel. Ha egy kor két pontjat, Pi-et és Ps-t, rendre Gsszekotjik tobbi pontjaival A, B, ..., X-szel, két
projektivikus pontsort nyeriink.
A projektivitast jellemzs egyenlet
(arbicizy) = (azbacoxs)
helyessége ekkor az
(y121) €3 (y222)

szogeknek, mint ugyanazon Y Z iv felett all6 keriileti szogeknek egyenlGségébdl kovetkezik.

Feladat. Legyen adva két sugarsor, melynek csicspontjai P; és Py 0sszeesnek a nélkiil, hogy a két sugarsor azonossa
valnék. Keressiik az x1-nek megfelels xo-t.

E czélbol rajzoljunk tetszésszerinti a P, = P> = P ponton keresztiilmend kort. Ennek metszéspontjait az a1by, , . ..
stb. sugarakkal nevezziikk Ay By, ,... stb.-nek, mig az agbs, ,... sth. sugarakkal A3Bs, , ... stb.-nek. Kossiik Gssze az
Ap pontot As, Bs és Cy pontokkal és az As-t Ay, By és Cy pontokkal. A nyert sugarsorok legyenek o', b, ¢, ... stb.,
ésa’, b, c”, ... stb.

Ekkor a III. Tantétel alapjan

(alblclxl) = (2a2b2023:2)

tovabba
(a'b'dz’") = (azbacaxs)
és
(@"v""2") = (a1bicr)
s igy tehat

(al /CIII) — (a/I I/CI/.I/I)

De minthogy

G/ = G/N

a II. Tantétel alapjan az a’, V', ¢, ... stb. és a”, b”, ¢”, ..., stb. sugérsorok perspektivikus helyzettek, azaz a’'a’ =
A, bV = B stb. pontok egy egyenesbe az e tengelybe esnek. Ennek segélyével a tetszésszerint PX; = x; sugrhoz a
megfelel§ zo-t a kdvetkezd modon talalhatjuk meg:

Osszekotjiik Ay —t Xp-gyel; az igy nyert 2’ és az e metszéspontjanak X-nek és Aj-nek 6sszekots egyenese a kort
Xo-ben metszi. A PXy = x4 a keresett sugér.

Ha az e tengely a kort metszi, az adott sugarsorokban két-két sugar van, mely a megfelelGjével Osszeesik; ezek a
P-b6l a metszéspontokon keresztiil huizott sugarak, melyeket még a két sugéarsor kettds sugarainak is neveziink.

IL.

Az adott feladatot két részre bontjuk. Elgszor modot keresiink mindazon egyenesek feltalalasara, melyek az adott
haromszdget az m : n viszony szerint osztjak, masodszor pedig ezek koziil kivalasztani igyekeziink mindazokat, melyek
a P ponton mennek keresztiil.



Rogton szembetinik, hogy az els6 feltételnek megfelels egyenesek harom csoportra oszlanak a szerint, a mint az
A, B vagy C sz0g szérain metszik le a haromszoget, melynek teriilete t az ABC héromszog teriiletéhez T-hez az
m : (m + n) viszony szerint aranylik. Elegendd lesz egyeldre egy csoportot figyelemmel kisérni.
Jeleljék By, Ba, Bs,...stb. Cq, Cy, Cs,... stb. az els6 feltételnek megfelel§ egyenesek metszéspontjait a CA és AB
egyenesekkel. Ekkor
CyABy : CAB=m:(m+n)

vagyis
CLAB, = L™ _ .
m-+n
Tehat
ABy-ACy = ABy - ACy = ... = —— = K
sin A
Tovabba az % %
Y ToN 37T A,
egyenldségekbdl
K(ACs — ACY)
ABs — ABy = —~—3~ 71
3 ! AC, - ACs
K-G0
&&_AQA@
K -CyCs
BoBg = — 273
23T AC, - AC,
KOGy
Bﬁ%__AQgACk
K -CyCy
BoBj = — 2%
2Pk T AC, - ACK
s igy
BiB; BBy K- CiC3 ACy -AC; K- -CiC, ACy-AC,
ByBs BB,  AC,-ACs K -CsCs =~ AC,-AC, K- -CyCp
et e
T 0,05 CyCy
vagyis

(B1B2BsBy,) = (C1C2C5Ch)

mialtal kitinik, hogy a By és C}, pontsorok projektivikusak.

Ha a P pontot rendre 6sszekotom a By, és Cy pontokkal két, kdzos csicsponti projektivikus sugarsort kapok, me-
lyeknek egy-egy Osszetartozod parja by és ¢, a C'A illetSleg AB egyenest By, és Cj pontokban metszi. Ezen sugéarsorok
kettGs sugarai az AB és C'A egyeneseket egyméasnak megfelel6 pontokban vagjak, tehat a feladat elsG részében jel-
lemzett egyenesek kozé tartoznak, masrészt mint a sugarsorok elemei a P ponton is keresztiil mennek, tehat a feladat
kovetelményeit kielégitG egyenesek.

Most tehat mar csak az van hatra, hogy a By és Cy sorozatokbol harom megfelel6 pontpart talaljunk.

Jelelje Dy, az AC' egyenes azon pontjat, mely kielégiti az

ADb : Dbsz n

relacziot; rajzoljunk tovabba az AC oldal mint atmérd felett félkort és emeljiink az AD-re Dy-ben merdlegest, mig az a
felkort B} pontban metszi és vigyiik az AC-re A ponttol a C irdnyaban AB; = AB7 tavolsdgot. B1-bdl parhuzamosat
htzva BC-vel, e parhuzamos és az AB metszéspontja legyen Dq. Ekkor By és Cy egy-egy a By és C sorozatokba
tartozo pont.

Ugyanis egyrészt

AB; + /AD,AC = \/m(m +n)

masrészt
AB;C1A : ABCA = AB? . AC?

= AD,AC : AC? =
=ADy, : AC=m : (m+n)

amivel azutan allitasunk igazolva van.



Megfelel6 pontok tovabba By = A és Co = V., hol V. az AB egyenesnek végtelen tavol 1évé pontjat jelenti.
Hasonloképpen By =V, és C3 = A, mert az
ABLAC, = K

relacziobol kovetkezik, hogy ha ABj, = 0, akkor AC), = oo és megforditva. A projektivikus sugarsorok harom-harom
egymasnak megfelel§ egyenesei tehat
PB1 és POl

PA  és PV.| AB,
PV, || AC & PA.

Minden szdgon tehat legfeljebb két modon lehet levagni oly haromszoget, mely az adottal m : (m 4+ n) aranyban van,
de ezek koziil csak azok johetnek tekintetbe, melyek egész terjedelmdkben az adott haromszog belsejébe esnek.

AD.

Jegyzet. Felkérjiik olvasoinkat, a feladat szerkesztését fentebbiek alapjan eszkozolni és nekiink a rajzot bekiildeni.

Szerk.



