Harmadik megoldds*)

Jeloljiik az ABC haromszog BC, C A, AB oldalait a, b, c-vel az egymast kizdrélag egy E pontban érinté és az AC
egyenest az A pontban, a BC' egyenest a B pontban érint6 két kornek sugarat r, illetve r1-gyel; CE egyenes masodik
metszépontjat e kordkkel P, P-gyel, végre DE vonaldarabot e-vel.

Ha a P, P; pontok koziil a P fekszik C'E vonaldarabon akkor a C' pont hatvanya a két kort illetéleg

CE-CP=CE-(CE - PE) = CA?,

CE-CP, =CE - (CE+EP) =CB?,
mely egyenletekbdl

CE?—CA2 - CB?—-CFE?> a?—¢?
PE=—Fp =7 Ph=—Fep =~

Tekintve, hogy E a koroknek belsé hasonlésagi pontja, tovabba a kordk sugarara vonatkozoé feltételt:
PE:EP,=7r:r1=m:n.
Ha ebbe az aranyba PE, EP;-nek elobb talalt értékeit helyettesitjiik, és abbol e? értékét kiszamitjuk:

o a’m+b*n  a®+ \b?
m+n 1+

hol A=n:m.

Minthogy e-nek értéke csak az a, b és A mennyiségektdl fiigg, melyek allanddak, azért az egymaést kizarolag érinté
keresett korparok érintépontja egy koron fekszik, melynek koézéppontja C' és sugara e.

Ha a szerkesztendd korparok egymast bezdrdlag érintik egy E’ pontban és CE’ = €', akkor hasonlé ton mint el6bb
kiszamithatjuk e’-nek értékét, mely
a’m + b’n a? — \b?

m—-n 1—A

e? =+

Szintén mondhatjuk, hogy a keresett és egymast bezarolag érinté korpéarok érinté-pontja a C' pontbdl leirhatd koron
fekszik, melynek sugara e’

A mi az e és ¢’ sugarak szerkesztését illeti kovetkezSképp jarhatunk el:

Az Aés DB pontokon keresztiil C' szog felezGjével parhuzamosan mend egyeneseket metszéshez hozzuk C'B-vel G, H
pontokban; GB atmérs folé irt kdrnek barmelyik metszépontja I, a GB-re H-ban mer6legesen 4ll6 egyenessel, mar
C ponttol e tavolsagra van. Ha tovabba az A és D*) ponton keresztiil C' szog kiilszogének felezjéval parhuzamosan
mend egyenesek CB-t G', H' pontokban metszik és GB atmérd folé irt korhéz H'-b6l vont érinté pontja I’, akkor
CH' atfogo és BI' befogobol alkotott derékszogt haromszég masik befogoja e’

Ugyanis:
GH:HB=m:n, GH+HB=a+1b
b b —-b
g = ertm yp_ et oy op_pgp- b
m-+n m-+mn m-+mn
2 b2
CI>—=CH? 4+ HI? = CH>+ GH - HB = 20" 2
m-4+n
Tovabba:
G'H :BH' =m:n, GH —BH' =a—-b
—b —b —-b
G'H':u, BH/:u, CH’:CB—FBH':M,
m-—n m-—n m-—n
CH? _H'I?—cH? G BE = “T Y e
m-—n

Jegyzet. 1. A midén A, B,C pontok egy egyenesben fekszenek, AB atmérs folé kort irunk és ehhez D’-bél
érint6t hizunk, vagy D pontban AB-re merslegest emeliink; az érinté érintGpontja, vagy a mersleges metszépontja a
korrel, a korparok érintGpontja. 2. A midén C végtelen tavol van tehat C A || CB, a keresett korparok érint6pontja D
és D', A feladatnak ebben az esetekben csak két megolddsa van.

A feladat masodik megoldasénél (a 19. lapon) mér ki lett mutatva, hogy ha a D, D" pontok az AB vonaldarabot
akkép osztjak, hogy

1¥)Lasd a 19 oldalt.
Z¥)AD:DB—m:n és
AD’:D’B=m:-n.



AD:DB=m:n; AD' :D'B=m: —n,

akkor a D, D' pontokon 4t az ABC héaromszog C szdgének és C kiilszogének felezGjével parhuzamosan mend egyenesek
szintén atmennek a keresett korok érintGpontjain.

Ha tehat C-t6l e és e’ sugarral koroket frunk le és az els6t a D ponton dtmend, a méasodikat a D’ ponton &tmend és
a C' szog, valamint kiilszogének felezsivel parhuzamos egyenesekkel metssziik, akkor a négy elsé metszépont az egymast
kizaroélag érinté korparoknak, az utobbi négy metszépont pedig az egymaést bezarélag érinté korparoknak érintépontja
lesz.

Hasonlokép mint a feladat masodik megoldasanal, tgy itt is kimutathato, hogy a korok koziil dltaldban négy mindig
valos, még pedig mindig az egymast kizard csoporthoz tartozé négy kor.

D, D’ pontok koziil ugyanis az egyik pl. D, melynél X -t positivnek vessziik az AB vonaldarabon fekszik. Ennek
tavolsaga C-t6l, mint az az ACD, BCD haromszogekbdl konnyen kiszamithato:

a? + \b? _ ) _
1+ (1+N)2’

CcD? =

mely kifejezés e-tel Gsszehasonlitva igazolja, hogy a D pont az e sugart koron beliil fekszik és igy a D ponton dtmend
egyenes parok ama kort mindig valés pontokban metszik.

Ha azonban nem ismernsk a masodik megoldasban kimutatott ama tulajdonsagot, hogy a kérparok érintGpontjai a
D, D’ ponton &t C szdg és kiilszogének felezGivel parhuzamosan mend egyenesen fekszenek, akkor azt kovetkezd dton
is igazolhatjuk.

Nevezziik az AC, BC egyenesek az A illetve B pontban merélegesen allo egyeneseket Ay illetve Bz-nek, ezek
metszGpontjat F-nek.

Rakjunk az A és B ponttdl nézve Ay, Bz egyenesekre oly valtoz6 AY, BZ vonaldarabokat, hogy

AY :BZ=m:n
és osszuk Y Z vonalat az X pontban akkép, hogy
YX: XZ=m:n.

Kérdés mi lesz az X pontok geometriai helye? - mert mint az X pontok szerkesztésébdl lathato, ezek kozott lesznek
a kivant korparok érintépontjai.

Az Y Z egyenesek tudvalevéleg egy parabolat burkolnak, melyeknek az Ay, Bz és AB egyenesek is érint6i, mert a
valtoz6 parabolaérintSk két szilard érintét6l aranylagos részeket metszenek le.

A valtozo Y Z egyeneseken fekvé X pontok, minthogy Y Z vonaldarabot m : n viszony szerint osztjak szintén egy
parabola érintén, tehéat egyenesen fekszenek. A valtozd Y Z parabola érinté egyik helyzetben AB, s e helyzethez tartozo
X pont D pontba esik, mert D az AB vonaldarabot m : n viszony szerint osztja.

De ha a D ponton keresztiil az Ay, Bz egyenesek hajlasszogeinek felezGivel parhuzamosokat hizunk, akkor ezek
koziil egyik az Ay, Bz-toly Y’', Z' pontokban metszi, hogy tgy az AY, AY' mint BZ, BZ', ugyanegy értelemben
feltv vonaldarabok. Tekintve, hogy FY' = FZ' és

AY'-FZ'-BD=AD-FY'-BZ'
(mert DY'Z' egyenes az ABF haromszdg atszelGje), tehat
AY':BZ' = AD : BD =m :n.

E szerint a DY'Z’ egyenes is egyik helyzete a valtozo Y Z egyeneseknek és a rajta fekvé X pontot D-vel 6sszekotd
egyenes DY’ 7', a keresett X pontok geometriai helye.

Minthogy az AY, BZ valtoz6 vonaldarabokat kétféleképp rakhatjuk az Ay, Bz egyenesekre és Y Z-t is kétféleképp
oszthatjuk az adott viszony szerint, azért két parabolat és négy egyenest kapunk, mely utébbiak, minthogy AC L
Ay, BC 1 Bz-re, a C szog és kiilszogének felezgivel is parhuzamosak.

Klug Lipot,dr.



