I. megoldas. Legyenek az adott pozitiv szamok ai,as...,a,. Tudjuk, hogy két pozitiv szam koziil a kébe a
nagyobbnak lesz nagyobb és hasonlo all a pozitiv szamszorosukra is. A két kozép kiilonbsége tehat ugyanolyan elGjelii,
mint a kobeik kiilonbségének n(a; + a2 + ... + an)S—szorosa.

Erre a kifejezésre n = 2 esetén egyszerd atalakitasokkal a kdvetkezs azonossagot nyerjiik:

2(af + a3)® — (a1 + a2)®(af + a3) = (a1 + a2)*(af — a3).

Ha tehat a; = a9, akkor a kiilonbség 0, a két kozép egyenls, kiilonben a jobb oldal két tényezSje egyezs elGjeld, igy
szorzatuk pozitiv; a kiilonos kozép tehat nagyobb a harmadik hatvanykozépnél. Eszerint két szam esetén az a) allitas
igaz.

Harom szam esetén viszont a c) allitds az igaz. Ennek igazolaséra elég megadni egyrészt harom olyan szamot,
amelyek kiilonos kdzepe nagyobb harmadik hatvanykodzepiiknél, masrészt harom olyant, amelyekre a kiilonos kézép a
kisebb. Az elébbi tulajdonsagi az 1, 1, 2 harmas. Erre

3124+ 124233 =648, (1+1+2)*(1° +1° +23) = 640.
Az utébbira példa a 2, 2, 3 harmas. Erre
3(22 +22 +3%)3 = 14739, (2+2+3)%(2% + 23 + 3%) = 14749.

Ezzel igazoltuk az allitast.
Megjegyzés. Volt, aki harom olyan szamtol remélte, hogy a harmadik hatvanykozepiik lesz a nagyobb, amelyek kozt
kicsi, egyenlé kiilonbség van. Ez azonban nem kovetkezik be. Ha a harom szadm a — b, a, a + b, ahol 0 < b < a, akkor

a kiilonos kozép
(a—b)?+a*+ (a+b)? N 202

3a a3

a harmadik hatvanykozép kébe pedig

(a—b)%+ a3+ (a+b)?

3 = a® + 2ab>.

Mivel az el6bbi érték kobe ezzel a két taggal kezdddik, és ehhez tovabbi két pozitiv tag jarul, igy az ilyen szamharma-
soknak mindig a kiilénos kézepe nagyobb.

II. megoldas. Jegyezziik meg el6szor, hogy ha a kozepek nagysagviszonyat vizsgaljuk, akkor megszorozhatjuk
mindegyik szdmot ugyanazzal a pozitiv szammal, hiszen ekkor a két kozép is ezzel a szdmmal szorzodik meg, nagy-
sagviszonyuk tehat nem valtozik. Igy feltehetjiik, hogy a szamok szamtani kozepe 1, mert ha nem igy volna, akkor
eloszthatjuk mindegyiket a szdmtani kozéppel.

Vizsgaljuk a két kozép viszonyat olyan szadmokra, amelyek koziil n — 1 egyenls és kisebb mint 1, tehat 1 — ¢, ahol
0 < ¢ <1, az n -edik pedig 1 + (n — 1)c. Az els6 megoldas megjegyzésének megfelelGen elég a kozepek kobének a
kiilonbségét vizsgalni. Ez

n

<n +n(n — 1)c2>3 ~n+3((n—-1)+(n— DA+ (—(n—1)+ (n—1)3)c3

=14+3n—-1)+3n -1+ (n -1 ~1-3(n—-1)c* — (n—1)(n —2)c* =
=—(n—=1c*n—-2-3n-1)c—(n—1)>).

Két szam (n = 2) esetén ez mindig pozitiv, és jegyezziik meg, hogy ekkor az altalanos esettel van dolgunk, miutan
nincsenek egyenld szamok. Ekkor tehat az a) allitas az igaz.

2
Pozitiv a kifejezés 2-nél nagyobb n-re is, ha c elég nagy (de 1-nél kisebb), pl. ¢ = 3" Ha viszont c¢ Kkicsi, pl.

1
c= 1) (és n > 3), akkor a zarojelben levé kifejezés
n_E_ 1 >n_@>384—353 50
4 64n—1)~ 128~ 128 '

Ekkor tehat a harmadik hatvanykozép a nagyobb.

Azt nyertiik tehat, a feladatban feltettnél altalanosabb kérdésre adva valaszt, hogy 2-nél t6bb szam esetén mindig
a c) allitas az igaz.

Megjegyzések. 1. A harmadik hatvanykozép lehet csupa kiilonb6z6 szam esetén is nagyobb a kiilénos koézépnél.
Harom szam esetén pl. — kényelem kedvéért egész szamokra szoritkozva — legyen két szam a 23 és a 25. Azt vehetjiik
észre, hogy a harmadik szamot 29 és 36 kozt valasztva a harmadik hatvanykozép lesz a nagyobb, viszont 28-at vagy
37-et valasztva mar a kiilénos kdzép a nagyobb.



2. Meglep6 eredményt kapunk, ha azt vizsgaljuk, hogy harom szam esetén a harmadik hatvanykozép és a kiilonos
kézép hanyadosa mekkora lehet. Ez a hanyados a maximumat az 1, 1, v/2 harmasra (és az ezzel ardnyosakra) veszi fel;

a maximum értéke mindossze
o244+ 17vV2  L[1 578
— =4/ =(1 — | =1,00028902.
48 2( + 576) ’



