I. megoldas: A megoldast a kovetkezd megjegyzésre épitjiik. Egy haromszog egy csucsat a szemkozti oldal egy
pontjaval 6sszekots szakaszhoz egyértelmtien tartozik egy ardnyszam, amelyikre igaz, hogy egy pont akkor és csak
akkor pontja a szakasznak, ha a pont és a szakasszal k6z6s csiicsboél indulé oldalak tavolsagainak az aranya az adott

érték.
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1. dbra

Ha az ABC haromszog egy P pontjanak merd&leges vetiilete a BC, CA és AB oldalon rendre T, T és T¢ (1.
dbra), akkor az AP, BP, C'P egyenesekhez (ill. a haromszogbe es6 szakaszaikhoz) tartozo aranyok

TA:PTB:PTc, TB:PTcipTA, Tc:PTA:PTB,
és igy
(2) rargre = 1.
Ha forditva, P egy az A cstcson és egy a B csticson atmend egyenes metszéspontja, akkor a két egyeneshez tartozo
arany a fenti r4 és rp érték. Ha fennall (2), akkor r¢ is a fenti érték, s igy a C' ponton dtmend egyenes is atmegy P-n.
Mas szoval, ha az A,B, C csucson dtmend eqy-eqy egyenesszakaszhoz tartozd ardny ra, rg, rc, akkor a szakaszok
akkor és csak akkor mennek dt egy ponton, ha teljesil (2).




2. dbra

A feladatra térve Ag, Bp, Co a megfelels kiils6 szogfelezGk metszéspontja, igy az A, B, C cstucsok az AgByCy
haromszog oldalaira esnek (2. dbra). Jeloljik az ABC haromszog szogeit a szokasos modon «, 5, v-val; A; merdleges
vetiiletét az AgBy, AoCy oldalon Tio-vel, illetSleg Tis-mal, és megfelelen a masik két pont vetiileteit, amint az abra
mutatja. Ekkor az AgA; egyenesre vonatkozo arany az AgByCy haromszoghen
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és a harom arany szorzata
AlC . BlA . OlB

A1B-BiC-CiA°
Tudjuk azonban, hogy a haromszog egy szogének a felezGje a szemkozti oldalt olyan szakaszokra osztja, amelyeknek

az ardnya megegyezik a mellettiik fekvé oldalak ardnyéaval. Ezt egymés utin CK B, AKC, majd a BK A haromszogekre
alkalmazva.

AC  CK BiA  AK Ci1B  BK
A1B  BK’ BiC CK’ CiA  AK’
Ezek figyelembevételével azt kapjuk, hogy a fenti szorzat értéke 1, tehat az el6rebocsatott megjegyzés értelmében
a harom egyenes egy ponton megy keresztiil, és ezt kellett bizonyitanunk.

Megjegyzések. 1. A K pontrol csak annyit hasznaltunk fel, hogy az ABC haromszogben van, igy a feladat allitasa
a haromszog barmely K pontjara igaz.

2. A bevezets megjegyzésben a haromszog pontjaira szoritkoztunk. Ett6l a megszoritastol azonban megszabadul-
hatunk, ha a haromszog oldalaitol mért tavolsédgot elGjelesen értjiik: pozitivnak tekintjiik azokra a pontokra, amelyek
az oldalnak a haromszoget tartalmazo partjan vannak, és negativnak a masik félsik pontjaira. Ekkor csak a haromszog
oldalegyeneseit célszeri kizarni.

3. Megvizsgaljuk most a kérdést ennek megfelelGen tekintetbe véve az egész sikot. Legyen az ABC haromszog BC
oldaléanak egy pontja A’, mer6leges vetiilete az AB és AC oldalon T2 és Ti3 (3. dbra). Ekkor — a haromszog szogeit
a szokasos modon jeldlve — az AA’" egyenest jellemz6 arany
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3. dbra



Ha B’ és C' a CA, illetSleg az AB oldal egy-egy pontja, és felirjuk hasonlé médon a BB’ és a CC’ egyenesre
vonatkozd rp és r¢ aranyt is, akkor a jobb oldalak szorzataban a szamlaloban is, a nevez&ben is ugyanaz a szinusz-
szorzat lép fel, igy azzal egyszertsithetiink. Azt kapjuk tehat, hogy a (2) bal oldalan &allo szorzat a kovetkezével
egyenls:

BA'-CB' - AC'

(3) A'C-B'A-C'B’

Az is lathato, hogy a felirt aranyegyenlGségek elGjelet tekintve is helyesek maradnak, ha az oldalegyeneseken
egy-egy irdnyt pozitivnak, az ellentéteset negativnak tekintve elGjeles szakaszokkal szamolunk, és az egyenesektl
mért tavolsagot is elGjelezve értjiikk a kordbban mondott médon. Irdnyitsuk az oldalegyeneseket példaul a haromszog
oramutatoval ellentétes iranyt koriiljarasdnak megfelelGen.

Az tovéabbra is fennéll, hogy ha az AA’, BB', CC’ egyenes egy ponton megy keresztiil, akkor a (2) szorzat értéke,
és igy a (3) aranyé is 1. A megforditas helyességének igazolasanal a haromszogben futé két szakasz metszéspontjabol
indultunk ki. Most azonban felléphetnek parhuzamos egyenesek is.

c
4. dbra

Ha a harom egyenes parhuzamos, valasszuk a betiizést ugy, hogy a C csics a masik kettén at huzott parhuza-
mosok kozé essék (4. dbra). Ekkor alkalmazzuk a parhuzamos szelk tételét az ABA’ és a BAB' szdgeket atmetszd
parhuzamosokra:

BA" BA CB" (C'B
A'C ACT B'A  BA’
Ezeket a (3) tortbe helyettesitve kapjuk, hogy annak az értéke akkor is 1, ha a harom egyenes parhuzamos.

Megforditva, ha AA’ és BB’ parhuzamos, akkor CC’ nem metszheti 6ket, mert ha metszené, akkor korabbi meg-
gondolasunk szerint BB’ és CC’ metszéspontjan kellene Atmennie AA’-nek is.

Azt kaptuk tehat, hogy véve az ABC' hdromszog BC, CA, AB oldalegyenesének egy-eqy, a csicsoktdl kilonbozd
A, B, C' pontjdt, az AA', BB’ és CC' egyenesek egy ponton mennek dt, vagy pdrhuzamosak akkor és csak akkor, ha
a (3) ardny értéke 1. Ez Ceva tétele. Ezt a versenyzok nagy része ismerte és felhasznélta megoldéaséaban.

4. Tobben ismerték és felhasznaltak azt is, hogy ha a hdromszdg egy-eqy csicsdn dtmend hdrom egyenes egy ponton
megy keresztil, vagy pdrhuzamosak az egyenesek, €s mindegyiket tikrézzik a megfeleld szogfelezdre, akkor a tikrézott
egyenesek is vagy egy ponton mennek dt, vagy parhuzamosak.



5. dbra

Valoban, legyen A" a BC egyenes egy pontja, és messe az AA’ egyenesnek az A csicsbol induld szogfelezére
vonatkozé tiikdrképe a BC egyenest az A” pontban. A BAA'< = § jeldléssel, mivel a szdgfelezdre tiikroziink, CAA” < =
§ (5. dbra). Felhasznélva a szinusztételt az AA'B, AA'C, AA” B, AA”C héromszdgekre

BA"  BA'/JA'A  sind/sinff  sindsiny

A'C ACJ/A'A  sin(a—0)/siny  sin(a — §)sin 3’
BA"  BA"/A"A  sin(a—4)/sinf  sin(a —0J)siny A'C'sin? v
A'C A'CJA"A  sind/siny  sindsinf  BA'sin’f’

Felirva a megfelels ardnyokat a BB’ és a CC’ tiikorképének metszéspontjaként keletkezé B” és C” pontokra is és
Osszeszorozva Gket, a szamlaloban is, a nevezében is a haromszog harom szoge szinusza négyzetének szorzata keletkezik,
igy ezzel egyszertsithetiink. Azt kapjuk tehat, hogy a kétvesszGs pontokra felirt (3)-nak megfelels kifejezés a vesszGs
pontokra felirtnak a reciprok értéke. Igy Ceva tételeb6l kovetkezik a kimondott allitas helyessége.

II. megoldas: Jeloljiik az Ay BoCy haromszog szogeit rendre g, Sy, vo-val; az AgAi, BoBi1, CoC egyenesnek és
az AgBoCp haromszog szemkozti oldalanak a metszéspontjat Aa, Ba, Ca-vel; huzzunk tovabba Cy-n 4t parhuzamost a
BA egyenessel, messe ez a CyoAg, CoBy egyenest a B*, illet6leg A* pontban (6. dbra).

6. dbra



A haromszoghoz hozzairt korok kozéppontjai a haromszog két-két kiils6 és egy belsd szogfelezdjének a metszéspont-
jai, tovabba az egy csicsbol induld belss és kiilsé szogfelezd merdleges egymasra, igy az A, B, C csucsok az AqgByCy
haromszog oldalain fekiisznek, a haromszog magassidgainak talppontjai. Ennek folytan Ao BABy hurnégyszog, tehat

OoBA<I = ﬂo, OoAB<I = O,
a szerkesztés szerint pedig
C()A*B*<I = CyAB< = «ay, CoB*A*«q = CyBA<« = Bo-

Eszerint AgB*BgA* hurnégyszog, mert B* By az Ag és az A* pontbol ugyanakkora szogben latszik. Ekkor a Cy-n
atmend szelGk szeleteinek szorzata egyenld:

A()OQ . OQBO = B*CQ . OQA*.

Ez atrendezhets igy:

AoCy  B*Cy [(CoA*\?
C2By  CA* \ (2B
A jobb oldalt atalakitjuk. A parhuzamos szel6k tétele, tovabba a szogfelezére vonatkozo osztasardnyi tétel alapjan
B*Cy BC1 BK
CoAx  C1A KA

A masodik tényezében az alap igy alakithatd at, a szinusztételt elGszor az A* BoCs haromszogre, majd ellenkezs
iranyban az AgByCy haromszogre alkalmazva:

CQA* - sin(180° —Bo) - Sinﬁo - C()AO
OQBO B sinao B sin (&%) B O()B()-

Ezek szerint

AoCy KB (Codo\?
CaBy KA \CoBy) *

Irjuk fel a megfelels sszefiiggéseket Ao-re és By-re is:

ByAy  KC

Body  KC (AyBo 2 CoBy KA [ ByCy\>
A,Cy, KB

- Aoco BOAO
A harom egyenlGség megfelel§ oldalait Gsszeszorozva a jobb oldalon 1-et kapunk, tehat

AQCQ B()Ag CQBQ —
CQBO AQCO BQAO_ '

Mivel Ay, By, C1 az ABC haromszog megfelel§ oldalanak bels6 pontja, igy az AgA1, BoB1, CoC1 egyenesek nem
lehetnek parhuzamosak, tehat Ceva tétele szerint egy ponton mennek keresztiil.

II1. megoldas: Az el6z6 megoldas jeloléseit hasznalva az ott kovetett gondolatmenet ismétlésével kapjuk, hogy
BoAC< = ag s AgBC< = fy. Igy az AgBC, AByC, ABC és AygBoCy haromszog hasonlo. Az elsét és a masodikat
a harmadikba egy B, illetSleg A koriili forgatds és ugyanezen kozéppontu alkalmas hasonlosagi transzformécio viszi
at, a harmadikat a negyedikbe pedig egy tiikrozés a Cop-bol indulo (bels) szoglelezére és Cy kozéppontt hasonlosagi
transzformécio. Mindezek a transzforméciok a szakaszok aranyat és a szogek nagysagat valtozatlanul hagyjak.



7. dbra

Vigye 4t az els6 és a méasodik transzformacio AgAi-et és BoBi-et AA'-be, illet6leg BB'-be (7. dbra). Ekkor

BA'  BA,  CB CB

A'Cy  AC B'A  BA’

A megfelels oldalakat dsszeszorozva és szorozva még mindkét oldalt az AC; /C1 B arannyal, a jobb oldalon keletkezs
tort a szogfelezére vonatkozo osztésaranyi tétel szerint 1 lesz, ez pedig Ceva tétele szerint azt jelenti, hogy az AA’,
BB’ és CyC egyenesek egy ponton mennek keresztiil.

A fontebb emlitett harmadik transzformacio ezeket az egyeneseket az ugyancsak egy ponton dtmend AgA*, By B*,
CoC™ egyenesekbe viszi at. Ezek koziil az utolsé egyenes a CyC1 egyenes tiikorképe a Cy-bol indulé szoglelezére. Hasonlo
igaz azonban a mésik két egyenesre is. Ugyanis a transzforméci6é példaul a BAA' szdget a BoAgA* szigbe viszi at,
viszont az els§ transzformécio révén az el6bbi szoghe a BAgA1<t = CyAgA1 < megy at, ami éppen azt jelenti, hogy
ApA; és AgA* egymas tiikorképe az Ag-bol indul6 szogfelezére nézve. Hasonloan okoskodhatunk a harmadik egyenes
esetében is. Ekkor azonban AygA;, ByBi, CoC1 is egy ponton megy keresztiil, mint egy ponton dtmend egyeneseknek
a megfelels szogfelezékre vonatkozo tiikkorképei.



