I. megoldas. Nézziik két egymas utani tag 0sszegét:

a; 41
)
a; + Qiv1 Qi1+ Q2

itt az utolso tag utanin az els6t értve. Ennek megfelelen ay, 41, a2 jelentsen aj-et, ill. as-t. A két tag Gsszege legalabb
1, ha a;12 < a;, és legfeljebb 1, ha a;1o = a;.

Valasszuk i-t agy, hogy a;1+2 az eléfordulé legkisebb érték legyen. Ekkor a kiszemelt két tag Gsszege legalabb 1. A
tobbi tag mind pozitiv, és feltétel szerint van még legalabb egy tag, igy az 6sszeg mindig nagyobb, mint 1. Ha viszont
i-t ugy valasztjuk, hogy a;42 az el6fordulé legnagyobb érték legyen, akkor a kivalasztott két tag Osszege legfeljebb 1;
miutan a tovabbi n — 2 tag mindegyike kisebb 1-nél, igy azt kapjuk, hogy az 6sszeg mindig kisebb, mint

l1+n—2=n-—1.

Megmutatjuk, hogy az Osszeg mind a két korlathoz tetszés szerint kozel keriilhet, ha az a; sorozatot alkalmasan
valasztjuk. Az ‘
a;i=¢"t i=1,2 ...,n

pozitiv ¢ hdnyadost mértani sorozathoz tartoz6 S, Osszeg :

n—1 qn—l

q_1+q+qn71+1'

Becsiiljiik ezt feliilr6l. Barmilyen (kis) pozitiv szam is p,
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Ezzel belattuk, hogy a feladatban kérdezett értékek : h =1, H =n — 1.

Megjegyzések. 1. A vizsgalt sszeg felvesz minden értéket 1 és n — 1 kozott. Ez igaz mar a mértani sorozathoz tartozo Sy
Osszegre, hiszen ez pozitiv ¢-kra g-nak folytonos fiiggvénye, amelyik felvesz n — 1-hez tetszés szerint kozeli értékeket is és 1-hez
tetszés szerint kozelieket is, tehat minden kozbenss értéket is.

2. A tovabbi megoldasokban csak azt bizonyitjuk, hogy a kérdéses Osszeg 1 és n — 1 kozé esik. Az, hogy ezek a korlatok nem
javithatok, ugyanigy lathaté be, mint az I. megoldasban.

II. megoldas. Fel fogjuk hasznélni, hogy ha z/y < 1, és x, y pozitiv, tovabba z is pozitiv szam, akkor

T r+y

y  y+z

x x( +2) 1 ( +33) 1 <a:—|—z
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Y yy y+z Y y+z y+z

Jeloljiik a rovidség kedvéért az aj +as + . . .+ a,, Osszeget S-sel. Egyfeldl csokkentjiik az i-edik tortet, ha a nevez§jéhez
hozzaadjuk az S — a; — a;41 6sszeget, masfel6l noveljiik, ha ezt az Osszeget a szamléléhoz is, a nevez6hoz is hozzaadjuk.
Igy a kovetkezs kettds egyenl6tlenséget kapjuk:

Valoban

a; a; S —aiq1
S a;+ a1 S
Itt @, ismét ai-et jelent. Osszeadva az egyenl6tlenségparokat i = 1, 2, ..., n-re a bal oldalon 1-et, a jobb oldalon

n — l-et kapunk, vagyis a kivant egyenlGtlenséget.

II1. megoldas. Jeldljiik T,-nel a feladatban szerepl Osszeget és az ay, ap—1, ..., a1 forditott sorrendben vett
sorozathoz tartozot T;L—vel. Mind a két Osszeg tortjeiben ugyanazok a nevez6k lépnek fel, és a két Osszeg azonos
nevezGjd tortjeinek az Osszege 1, igy

T, + T, =n.

Igy ha megmutatjuk, hogy a széban forgd 6sszeg mindig nagyobb, mint 1, akkor ez igaz T,/L—re is, tehat

Tp=n—-T,<n-—1.



Teljes indukciéval bizonyitjuk, hogy 1 alsé korlat. Az n = 3 esetben kozos nevezére hozva az Osszeget, és szamlalot,
nevezGt tagokra bontva a nevezd minden tagja el¢fordul a szamléloban is legalabb akkora egytitthatoval. A szamitasokat
elvégezve:
aijaza3z + a%ag + a%ag + a%al

(a1 + az)(az + as)(as + a1)

Tegyiik most fel, hogy az n pozitiv szambol képezett 6sszegek mindig 1-nél nagyobbak, ahol n = 3. Ekkor elég azt

Ty =1+ > 1.

megmutatnunk, hogy az ai, as, ..., ay4+1 0sszeg nagyobb az elsé n szdmbodl képezettnél. De
(79) An+41 an
T T Gt Gng1 | Gn1tar antar
a a a
_ n + n+1 + 1 1 > 07

(079 + Ap+1 Ap+1 + ay aj + (07

mert a hirom tort Osszege az a,, an41, a1 szdmokbol képezett Gsszeg, és err6l mar belattuk, hogy mindig nagyobb
1-nél. Igy, felhasznalva az indukcios feltevést is,

Thy1 >T, > 1,

és ezt kellett bizonyitanunk.

Megjegyzések. 1. Az utolso6 bizonyitast lényegesen egyszertsithettiik volna egyrészt azzal az észrevétellel, hogy Th+1 nem
véltozik meg, ha a szamokat ciklikusan cseréljiik. Igy véalaszthatjuk a sorrendet tgy, hogy ani1 az el6forduld legkisebb érték
legyen. Ekkor a 15,1 — T}, kiilonbségben az els6 tag nem kisebb a kivonandéndl, a kiilonbség tehat pozitiv. Masrészt képezhets
a szoban forgo Osszeg két szambodl is és az értéke 1, igy minden 2-nél nagyobb n-re mar 1-nél nagyobb. Ezzel elkeriilhet6 minden
szamolas.

A fenti megoldas viszont azt mutatja, hogy az indukcioés bizonyitads minden tovabbi fogas nélkiil is célra vezet. igy viszont a
3 tag esetére nem lett volna érdemes elkeriilni a kiszamolast, mert azt a megoldas méasodik részében is fel tudtuk hasznélni.

2. A vizsgalt 6sszeg valojaban csak az ai;+1/a; hanyadosoktol fiigg. Jeloljiik ezeket bi-vel i = 1, 2, ..., n — l-re és legyen
bn = an/a1. Ekkor a vizsgalt Gsszeg az

1 n 1 Lo 1
1+b; 1+ be 1+ b,
alakot Olti, és itt
biba...b, = 1.
Vonjuk 6ssze az utols6 két tagot:
1 1 14+ bp—1+0bn 1

THbns " T4bn T4 bntbn tbnos ¥n ~ 14 buibr

a II. megoldasban alkalmazott megjegyzés alapjan. Ezt beirva az 6sszegbe a b1, ..., bn—2, bp—1 bn szamokbol képezett n—1-tagi
Osszeget kapjuk, és a szdmok szorzata tovabbra is 1. Ennek alapjan djabb teljes indukciés bizonyitast nyerhetiink.



