I. megoldas. Elgszor is megmutatjuk, hogy a félegyenesek kozds pontja csak a téglatest valamelyik csicsa lehet.
Mivel egy lapnak két &tloja van, a harom atlé koziil legalabb kettének kiilonb6zs lapokon kell lennie. Két ilyen atlo
nem lehet szemben fekvs lapokon, mert azok sikjai parhuzamosak, s igy a rajtuk levé egy-egy egyenesnek nincs kozos
pontja. Két szomszédos lapon levs egyenesek csak a lapok metszésvonalan metszhetik egymast, két lapatlo tehat csak
ugy, ha egyik végpontjuk kozos, vagyis a tégla egy cstcsa. Ekkor viszont a harmadik félegyenesen levs atlo csak a
kérdéses cstucsban talalkozoé harmadik oldallapnak a csticsboél induld atloja lehet.
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1. dbra

Jeloljiik a téglatest cstcsait Aiﬁ C, D, A/, Bl, Cl, D'-vel az 1. abra szerint, és tekintsiik az A cstucsbol indulo

lapatlokat. Jeloljiik az zﬁ, E, AA’ vektorokat a, b, c-vel, hosszukat a, b, c-vel. Ekkor az &atlok irAnyaba mutato

vektorok:

e:/ﬁ:a—l—b, f:AB,:a—Fc, g:AD,:b—Fc.

Két félegyenes akkor zar be hegyesszoget, ha az irdnyukba mutato vektorok skalaris szorzata pozitiv. Esetiinkben,
mivel az a, b, ¢ vektorok paronként merélegesek egymasra,

ef = (a+b)(a+tc) = a’ 4+ ac+ba+bc=d%>0,

tehdt az AC és AB' 4tlok kozt hegyesszog van. Hasonlbéan lathat6 be, hogy a masik két atloépar is hegyesszoget zar be;
A sz0gek Osszegének megallapitdsahoz belatjuk, hogy a harom atlo kozotti szogek megegyeznek pl. az ACD
haromszog belsé szogeivel. Ebbdl természetesen kovetkezik, hogy dsszegiik 180°.

B'AD'« = CD' A<,
mert Pitagorasz tételébsl o, ) )
BD?=ad*+b0*=AC* ¢ CD?*=d*+c*=AB?>

tehdt az ACD ésa D B A haromszog megfelel§ oldalai egyenldk, s igy a hdromszogek egybevagok. Felhasznélva még
a
BC*=p 4+ =AD"

egyenlGséget is, kapjuk, hogy az ACD' 6s CAB' haromszogek is egybevagok, amibdl kovetkezik, hogy
ACD' ¢« =CAB «.

Ezzel allitdsunkat bebizonyitottuk.

Most megmutatjuk, hogy ha a, 3, v olyan hegyesszogek, amelyek osszege 180°, akkor van olyan téglatest, amelyiknek
az egyik csicsabol induld lapatlok kozti szogek «a, 3, illetSleg .

Rajzoljunk olyan haromszoget, amelyiknek a szogei «, 3, illetSleg «. Ilyen van, mert a szogek 6sszege 180°. Legyen
az «, (3, v szoggel szemkozti oldal hossza e, f, illetleg g. Ekkor egy olyan téglatest a, b, ¢ éleire, amelyiknek harom
lapatloja az adott szogeket zarja be, az

(1) 2+ =e 21+ =12 BPiE=g
egyenletrendszernek kell teljesiilnie. Ennek megoldésa :
a=\(+f2=g?)/2, b=V(+g>~ /2, c=V([2+g*—e?)/2.

A gyo6kjelek alatt pozitiv szdmok allnak, mert a koszinusztétel szerint ezek az értékek

(2) ef cos vy, eg cos 3, fg cos a,

és ezek a szogek hegyes volta miatt pozitivak.

Szerkessziink ezekkel az élhosszisagokkal AB CDA'BC'D téglatestet. Az 1. dbra jeloléseit hasznalva az A csticsbol
indulo AC, AB/, AD' lapatlok hosszéra ekkor rendre az (1) alatti értékek adodnak. Az atlokat vektoroknak tekintve
paronkénti skalaris szorzataikra viszont a (2) alatti értékeket kapjuk, hiszen pl.

—
AC - AB =a®= (e + f*—g%)/2 =ef cos 7.

Itt felhasznaltuk a megoldas elején végzett szamitést is. Mivel a cosinus fliggvény 0° és 180° kozt minden 1 és -1 kozti
értéket csak egyszer vesz fel, ez csak ugy lehet, ha a lapatlok szdge rendre v, 5 és a. Ezzel a feladatot megoldottuk.



Megjegyzések. 1. A versenyzGk nagy része szamitason keresztiil oldotta meg a feladatot, ezért véalasztottunk elsének egy
szamitason alapulé megoldast. Akadtak olyanok is, akik a

cos ((e, <+ (£ &)< + (e, g)) = —1,
vagy a

cos ((e’ £+ (f, g)<{) = —cos(g, e)<
egyenldség igazolasaval lattak be, hogy a szdgek Osszege 180°.

2. Annak a belatasara, hogy barmely 3 hegyesszoghoz, amelyeknek az 6sszege 180°, van olyan téglatest, amelynek 3 lapatloja
kozti szogek éppen az adottak, azt bizonyitottuk be, hogy minden hegyesszogd haromszoghtz taldlhaté a térben olyan pont,
amelyiket a csticsokkal Osszekots egyenesek paronként merdlegesek. Lényegében ennek a bizonyitasat kivanta az 1938. évi E6tvos
verseny 3. feladata[T]

3. A szogosszegre vonatkozo bizonyitas soran azt lattuk be, hogy az AB'CD’ tetraeder kitérs élparjai egyenls hossztak. Igy
az oldallapok egybevagd haromszogek. Az ilyen tetraédereket egyenléoldalinak nevezik. Ezek a szabalyos tetraédernél kevésbé
specialisak, mégis rendelkeznek a szabalyos haromszogek szamos tulajdonsaganak a térbeli megfelelGjével.

A feladat megoldhat6 szdmolas nélkiil, amint a tovabbi megoldasok mutatjik. Nem bizonyitjuk djra, hogy a fél-
egyeneseknek a tégla egy cstcsabdl kell indulniuk. Ennek bizonyitasa egyébként nem igényelt szamitést.
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2. dabra

II. megoldas. Belatjuk, hogy a CAD' < hegyesszdg. Forgassuk a CAD' haromszdget CD oldala kériil a CD/DI
sikba; jeloljiik A aj helyzetét Aq-gyel. (2. dbra). D a CA; D haromszog belsejében lesz, ugyanis az A cstcs egy CD -re
bocsatott merdleges sikban mozog forgatas kozben. Ennek a siknak az E metszéspontja a cD' egyenessel a cD'
szakasz belsejében van, mert A merdleges vetiilete, D, rajta van a CDD’ sik és a mer6leges sik metszésvonalan, az
A1 E egyenesen; igy DE a CDD' derékszogi haromszog D-bél huzott magassaga, talppontja tehat az atfogéd belsejere
esik. Mivel az ADFE haromszog AE atfogdja nagyobb a DE befogéndl, igy D az A F szakaszon van. Ekkor azonban

CDE< >CAE<x é EDD <> EAD'«,

mert a bal oldalon a CA; D, ill. a DA; D’ haromszég D-nél levé kiilsé szoge all, a jobb oldalon viszont az A; csticsnal
fekvs bels6 szog. A megfelel§ oldalakat Gsszeadva :

= CDE<+ EDD <> CAE<+ EAD' <=CA,D «,

és ezt akartuk blzonyltam Hasonléan lathato be, hogy a masik két atlopar is hegyesszoget zar be.
Az AB'CD' tetraéder egyenldoldald, mert az AB’ CD',B'C,D A AC, B'D" szembenfekvé élparok a tégla keét-két
szembenfekvs lapjanak egy-egy atloja ; ezek a lapok egybevago teglalapok és a téglalap két atloja egyenld hossza.
Ekkor egybevagok a kévetkezs haromszogek : ACD CAB D B A és igy

CAB'«= ACD'a, B'AD < =CD A«.
A jobb oldali szogek az ACD' haromszog belsé szogei, tehat a harom lapatld kozti szogek Osszege :
B'AC< + CAD <+ D' AB '« = D' AC< + CAD <+ AD C< = 180°.

Ezzel belattuk a feladatban szerepld feltételek sziikséges voltat.
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3. dbra

Teljesiiljon az «, 3, v hegyesszogekre az a+ 5+~ = 180° Gsszefiigges. Rajzoljunk A; Ay A3 haromszoget, amelyiknek
ekkorak a szdgei. Jeldljiik az Ay Az, AsAy, Ay A, oldalak felezSpontjat rendre B, C, D -vel (3. abra). (Igy maradunk
6sszhangban az eddigi jelolésekkel.) A cAD haromszoget a CD’' oldala koriil, a B A,D' haromszoget pedig a
B'D oldala koriil forgatva az A; és A, pontok taldlkoznak a tér egy A pontjaban. Az A; pont vetiilete ugyanis az
A;-b6l CD'-re allitott merclegesen mozog. Ez mercleges AgAs-ra is, tehat az A Az As haromsz0g magassagvonala.
Metszéspontjat CD' -vel jeloljik E-vel. Ez felezi a magassagot. Hasonloan A, vetiilete a B' D -re meroleges egyenesen
mozog a forgatas soran. Ez a haromszog As-b6l huzott magassdgvonala, a haromszogbe esd szakaszat a B' D' -vel valo
F metszéspont felezi.

ILasd : Hajos Gy— Neukomm Gy — Suranyi J.: Matematikai versenytételek, I1. kot., 2. kiad. (Tankdnyvkiadd, Budapest, 1965) 65-66.
old.



A két egyenes M metszéspontja a haromszog magassdgpontja. Ez a haromszog belsejében van, mert a haromszog
hegyesszogi. Az emlitett felezési tulajdonsdgok miatt

AE>EM é AsF > FM.

Ennek folytan az a kor, amelyiken As mozog, az M pontban a haromszog sikjara merdlegesen allo egyenest metszi. A
metszéspont legyen A. Erre ) ) )
AD =A1D =D A,
igy ugyanebbe a pontba jut a forgatas kézben As is. Az A pontra teljesiilnek az
AC = OAl OA;_), és AB = B A2 B Ag

egyenlGségek, tehat az AB'C haromszog egybevago A3B C-vel. Az ABI AC és AD' félegyenesek kozti szogek tehat
az adott hegyesszogekkel egyenlsk, az AB'CD' tetrasder pedig egyenld oldalu

Olyan téglatestet kell még szerkeszteniink, amelyiknek az A cstcsbol indulé élek lapatloi. Hazzunk AB' felezGpont-
jan at olyan D' C-vel egyenlo és egy irdnyban parhuzamos A'B szakaszt amelyet a pont szintén felez, és hasonléan
cD' felez&pontjan at B A-val egyenls, parhuzamos és egyiranyt c'D szakaszt amelyet a pont szintén felez (4. abra).
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4. dbra

Ekkor AA B B és CC'D'D parhuzamos oldalud és egybevagd téglalapok, mert atléik egyenlsk és felezik egymast, tehat
ABCDA'B'C'D' paralelepipedon. Ekkor azonban téglalapok a tobbi lapjai is, mert

BD=BD =AC=AC" ¢ BC =AD =CB =DA,

mivel a tetraéder szemben fekvs élei egyenlSk. A paralelepipedon tehét téglatest. Ezzel a feladatot megoldottuk.

Megjegyzések. 1. A megoldasbol lathato, hogy tetszés szerinti AB'CD' tetraéderhez megszerkeszthets az ABCDA'B'C'D'
paralelepipedon, a tetraéder tn. bennfoglal6 paralelepipedonja. Erre vonatkozoan lényegében azt lattuk be, hogy a bennfoglalo
paralelepipedon akkor és csak akkor téglatest, ha a tetraéder egyenlGoldali. Hozzatehetjiik — ez konnyen lathato —, hogy akkor
és csak akkor kocka, ha a tetraéder szabalyos.

2. Az el6z6 megjegyzésnek és a feladat allitasanak az Gsszevetésébdl azt is kapjuk, hogy az egyenlGoldald tetraéder élei kozti
szO0gek hegyesszogek. Nem igaz viszont a megfelels allitas a lapok kozti szogekre. A fenti megoldasban felhasznaltuk, hogy az
M magassagpont az A1 A2 A3 haromszog belsejében van, mert az hegyesszogti. Nem kell azonban a BcD' kozépharomszogben
lennie. Ha pl. a D' A,B' haromszogbe esik (5. abra), akkor az AB'D ¢ B CD' lapok szbge tompaszog.
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5. dbra

III. megoldas. Fektessiink az ABCDA B'C' D' téglatest A csucsan at az AC lapatlora mergleges sikot (6. dbra).
Ennek a téglaval az AA éle k6z0s, a test a sik egyik oldalan fekszik. Ennélfogva az AB' és AD' félegyenesek hegyes-
szoget zarnak be a sikra meréleges AC félegyenessel. Hasonloan lathato be, hogy az utoljara emlitett két félegyenes is
hegyesszoget zar be.
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6. dbra
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7. dbra

Tﬁkrézzﬁk a téglatestet az AA'D'Dés BB'C'C lapok kézéppontjén étmenﬁ tengelyre (7. abra). Ekkor a B'AD '«
6sa CD’ A<I egyméasba jmegy at, tehat ezek egyenlok Az AB CD 6sA'B'C'D lapokra merdéleges tengelyen at tiikkrozve
kapjuk a D' CA< és B AC< egyenloseget Az AB’ , AC, AD' lapatlok kozti szogek tehat az ACD  héaromszog belsd
szogeivel egyenlok, s igy Osszegiik 180°. Ezzel a feltetelek sziikséges voltat belattuk.

Legyen most «a, 3, v harom hegyesszog, amelyek dsszege 180°. Rajzoljunk a sikban v szoget bezéro6 e és f félegyenest,
majd egy « nyildsszogli korkupot e tengellyel és egy [ nyilasszogit f tengellyel. Ezek metszik egymast. Legyen
ugyanis a kupok metszésvonala e és f sikjaval g1, h1 és ga, ho, akkor ezek koziil ketts, mondjuk hi és ho, egymas

meghosszabbitasa, mert a szogek Gsszege 180° (8. abra). A g1, hy és ga, ha félegyenesek kozti szogtartomany nyilasszoge
2a, ill. 28.
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8. dbra

Mivel
2a + 28 = 360° — 2y > 180°,

igy a két szogtartomany atfedi egymaéast. K6z0s résziik mindkét kipban benne van, azok tehat valoban metszik egymast.
Egyik metszésvonalukat g-vel jelolve, az e, f, g félegyenesek kozti szogek v, 5 és .
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9. dbra

Jeloljiik a félegyenesek kozos kezdGpontjat 0-val. Legyen g egy ett6l kiilonb6zé pontja D;. Hizzuk meg D1-bél az
ODs-gyel e és g sikjaban (f, g)<(= B) és f és g sikjaban (e, g)<(= «) szoget bezard egyenest (9. abra). Az elbbinek
e-vel, ill. az utobbinak f-fel valé metszéspontja legyen By, ill. C. Ekkor az OBj D, és D1CO héromszog egybevago,
mert a kozos OD; = D0 oldalukon levé szogek egyenldk. igy OB = D.C és B1D; = CO. Ekkor viszont a B1OC
haromszog is egybevago az elébbiekkel, mert

B,OC<=~v=0B1D1«

és a megfelels szogszarakon levé oldalak egyenlék. Igy viszont a C'Dy By haromszog is egybevago az elébbiekkel, mert az
utolséd egybevagdsagbol kovetkezik, hogy CB; = OD; és igy pl. az OBy D1 haromszoggel megfelel§ oldalaik egyenlsk.
Az OB;CD; tetraéder tehat egyenlGoldalu.

Jeloljiik a CO, CBy, CDq, /OBh B1 D1, D10 élek felezGpontjat rendre A, B D , U, V, W-vel. Ekkor A, B , V., W
egy rombusz cstucsai, mert AB és WV parhuzamos OB;-gyel és fele akkora, mlutan az OCBy, ill. OD1 B, haromszog
kozépvonala. Igy egy sikban vannak és egy paralelogramma cstucsai. Ezen felil AW a COD; haromszog kozepvonala
tehat félakkora, mint C'D;, ami meg OB;-gyel egyenls. Igy a paralelogramma valoban rombusz, tehat AV ésB' w
atloi merdlegesek és felezik egymést. Hasonléan lathato, hogy AUVD és B D'WU is rombusz, igy AV, B'Wés DU
paronkent merGlegesek és felezopontjuk kozos; jeloljik ezt A -vel.

Az /A pontbol az AB D' haromszdg oldalai derékszdgben latszanak. Legyen B, C',ill. D az a pont, amire AA'B'B,
ABC D, il AA'D'D paralelogramma Mivel ezek a paralelogrammak teglalapok az ABCDA'B'C'D' paralelepl—
pedon teglatest Ennek AB' , AC, AD' lapatloi rendre OBy, OC, OD;-gyel parhuzamosak, igy a koztiik levs szogek
az adott szogek. Ezzel a feladatot megoldottuk.

Megjegyzések. 1. Azok a versenyzsk, akik szamolasmentes utat kovettek a feladat megoldasaban, az elégségesség bizonyi-
tasanal tobbnyire adottnak tekintettek harom egy pontbol induld, nem egy sikban fekvs félegyenest, amelyek kozti szogek
hegyesszogek és dsszegiik 180°. Ekkor nem is hasznaltak azt a feltételt, hogy a szogek hegyesszdgek. Valojaban ez éppen annak a
belatédsahoz kell, hogy tetszés szerinti hdrom hegyesszoghoz, amelyek 6sszege 180°, van harom olyan félegyenes, amelyek éppen
ekkora szoget zarnak be. Emogott pedig az rejlik, hogy egy haromél élei kozti szogek koziil barmelyik ketts Osszege nagyobb a
harmadiknal.

2. A megoldéas gondolatmenetével tetszés szerinti tetraéderre belathato, hogy a szemkozti élparok felez6pontjait 6sszekots
szakaszoknak — a tetraéder kozépvonalainak — k6zos a felezGpontja. A kozépvonalak a tetraéder bennfoglalo paralelepipedon-
janak egy cstcsbol indulo éleivel parhuzamosak és egyenlSk. Igy akkor és csak akkor merGlegesek paronként, ha a tetraéder
egyenlGoldali.



