I. megoldas. Jegyezziik meg el6szor, hogy a szamhalmaz legkisebb eleme az eljaras folyaman nem néhet, a legna-
gyobb pedig nem csdkkenhet. Valéban, a legkisebb elem csak agy valtozhat, vagy ha tobbszor szerepel és ezek koziil
kett6t megvaltoztatunk, vagy egy nala nagyobb, tobbszor szerepld szam megvaltoztatédsa sordn a kisebbitett szam
atlépi. Mindkét esetben keletkezik egy nala kisebb szam. Hasonlé meggondolés érvényes a legnagyobb elemre is.

Vizsgaljuk a legkozelebbi egészek kozti tavolsdgok valtozasat az eljaras soran. Ha egy kétszer szereplé n szamot
(n—q)-val és (n+p)-vet helyettesitiink, akkor a koztiik levs 0 hossztsagu intervallum megsziinik és keletkezik (n—q)-t6l
a megel6z6 adott szamig, ha van ilyen, egy kordbbi intervallumnal nem hosszabb koz: (n — ¢)-tél a rakovetkezbig egy
legfeljebb p + ¢ hosszusagu; (n + p)-t6l a megeléz6ig, ha ez nem n — ¢, és (n + p)-t6l a rakovetkezsig, ha van ilyen,
egy-egy valamilyen korabbinal nem hosszabb intervallum.

Azt kaptuk tehat, hogy egész szamaink koziil a szomszédosak kozti tavolsag sohasem nagyobb, mint p + ¢, vagy
valamelyik kezdetbeni tavolsag.

Ezeket tudva a feladat allitasat teljes indukcioval bizonyitjuk. Nyilvanvaldéan igaz az allitas, ha 1 vagy 2 egész szam
van adva. Tegyiik fel, hogy igaz az allitas, ha k darab egész szam adott, és tekintsiink egy k + 1 egész szambol &llo
rendszert. A szdmokat nagyséig szerint rendezve, a szomszédosak kozti k szamu tavolsag egyike sem nagyobb, semelyik
lépés utdn sem, mint az eredetileg adott szamok kozti tavolsagok és p + q kozt felléps legnagyobb érték. Ezt d-vel
jelolve a legkisebb és legnagyobb szam kozti tavolsag eszerint nem lépheti tal a kd értéket. Mivel a legkisebb szam
nem ng, a legnagyobb nem csdkken és egész szamokrol van sz06, ez csak ugy lehetséges, ha bizonyos szamu lépés utan a
legnagyobb szdm mér nem valtozik (a legkisebb sem). Innen kezdve azonban elegends a legnagyobb szam elhagyéasaval
maradé k szamot vizsgalni, ezek kozt pedig indukcios feltevésiink szerint véges szamu 1épésben befejez6dik az eljaras.
Ez a tulajdonsag tehat atoroklédik a k + 1 egészbdl allo rendszerre is. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

II. megoldas. Ismét hasznaljuk az I. megoldasnak azt a megallapitasat, hogy a legkisebb elem nem nd, a leg-
nagyobb nem csokken. Megmutatjuk ezen kiviil, hogy ha keriilnek is esetleg szamok a valtoztatas soran az eredeti
szamokat tartalmazé szamkozon kiviil, a szamkoz hossza nem néhet n(p + ¢)-nal tobbel. Ehhez figyeljiik meg, hogy
ha a ¢, ¢ + p + ¢ szdmkozben, a hatarokat is beleértve, van valamelyik 1épés utan egy az n szam koziil, mondjuk d:

c<d<c+p+g,
akkor d esetleges megvaltoztatisa esetén vagy d —q > céserrec <d—q < c+p+q, vagy ha d— q < ¢, akkor
d+p=d—-—q+p+qg<c+p+gq,

s igy erre teljesiil a fenti kettSs egyenl6tlenség. Igy a tovabbiak soran is mindig lesz legalabb egy a szamaink koziil a
¢, ¢+ p + q szdmkozben.

Ha az eljaras sordn egy szam az eredeti szdmokat tartalmazo szamkozon kiviil keriil, akkor attol legfeljebb p, ill. ¢
tavolsagra keriilhet, tehat az els6 p 4 ¢ hossziisagu intervallumon nem jut tal. Igy ha mind az n egész szam kiviil keriil
is az eredetileg adott szamokat tartalmazoé szamkozon (pl. ha eredetileg az Gsszes szamok egyenlsk voltak), akkor is le-
és folfelé Gsszesen n darab p + g hossziségu intervallum mér biztosan tartalmazni fogja minden lépés utan az Osszes
szamot.

Hozzarendeliink harmadrészt szam-n-esiinkhoz egy olyan fiiggvényt, amelyik minden hataron tul ng, ha az eljaras
nem fejezédik be, de ezt csak ugy érheti el, ha a szamokat tartalmazé szamkoz is minden hataron tal ng. Mivel lattuk,
hogy ez nem lehetséges, ezzel bizonyitast nyer allitasunk.

Ha p # q, feltehetjiik, hogy p > ¢, mert ellenkez6 esetben minden szamot az ellentettjével helyettesitve az egyenlGk
egyikét g-val novelni, a masikat p-vel csokkenteni kell. Legyen a fliggvényiink ebben az esetben a szamok Osszege. Ez
minden lépésben (p — g)-val nd, tehat tetszés szerint nagy lesz, ha megfelels sokszor ismételjiik az eljarast. Ez azonban
csak ugy kovetkezhetnék be, ha a legnagyobb szam is minden hatéron tal néne. A legkisebb viszont nem néhet, tehét
a szamainkat tartalmazo6 szdmkoznek is minden hataron til kellene nénie, és lattuk, hogy ez nem lehetséges.

Ha p = ¢, akkor vegyiik a szamaink kozt levs n(n — 1)/2 tavolsag Osszegét. Két egyenls szamot megvaltoztatva
csak ezeknek a tobbiektdl valo tavolsaga valtozik. Egyméstol vald tavolsaguk 0-rél 2p-re né. Ezenkiviil, ha az egyenld
szamok értéke b, és egy c szam legalabb p tavolsdgra van b-t6l, akkor a valtoztatas utan az egyik szamtol valé tavolsag
p-vel csokken, a masiktol p-vel ng, 6sszegiik tehat nem valtozik. Ha viszont ¢ a b-t6l p-nél kisebb tavolsagra van, akkor
a 2|b — ¢| tavolsag 2p-re ng (14. abra). A tekintett Gsszeg tehat minden lépésnél legalabb 2p-vel né. Ez az Osszeg is
csak ugy néhetne minden hataron tul, ha a legkisebb és legnagyobb szam kozti tavolsag is minden hataron tdl néne,
ez pedig nem lehetséges, mint lattuk. Ezzel a feladat allitdsanak bizonyitasat befejeztiik.

1985-02-060-1.eps
14. dbra

Megjegyzések. 1. Egy versenyzl szellemes Otlettel rekurziv eljarast adott meg minden n-re olyan korlat meghatarozasara,
aminél messzebb egyetlen szdm sem juthat az eredeti szamokat tartalmazé intervallumtél. Eljardsa azonban bonyolultabb a
fentinél és rosszabb korlatot is eredményez.

2. Az I. megoldasban egy lépésnél hivatkoztunk arra, hogy egész szamokrol van szo, a II. megoldasbol azonban lathato, hogy
ennek semmi szerepe nincs az allitads helyességében. A megadott fiiggvény mindkét esetben minden hataron tal né, akar egész



szamokrol van szo, akar nem. A feladat allitasa tehat igaz, barmilyen n valos szam van adva és barmilyen pozitiv szam is p és
q.

3. Volt versenyzs, aki azt allitotta, hogy a végiil keletkezé szam-n-es ugyanaz lesz, akarmilyen sorrendben végezziik el az
egyenld parok megvaltoztatasat, vagy eleve egy altala meghatarozott sorrend esetében probélt bizonyitani. Az allitas helyes
volta belathato, ha mar tudjuk, hogy a feladat allitasa igaz. Annak bizonyitasdhoz azonban igy sem hasznalhato fel.

Azt fogjuk bebizonyitani teljes indukcioval, hogy barmilyen sorrendben végezziik is az egyenld parok megvaltoztatasat, a
végeredmény is, a végzett lépések szama is ugyanaz lesz, mintha elszor sorra az 6sszes, kezdetben egyenls szamokat valtoztatjuk
meg, majd az ezen valtoztatasok soran keletkezd Gsszes egyenls parokat, és igy tovabb.

Ha van 0 lépésbdl allo eljaras, ez azt jelenti, hogy csupa kiilonb6z6 szam van adva, tehat mas eljards nem lehetséges, az
allitas ebben az esetben igaz. (Ugyanigy egyértelmi az eljaras, és igy a végeredmény is, ha van egyetlen lépésben befejez6d6
eljaras.)

Tegyiik fel, hogy igaz a bizonyitand6 allitds minden olyan szamegyiittes esetére, amelyhez van k-nal kevesebb lépésben
befejez6d6 lépéssorozat. Tekintsiink egy olyan szdmegyiittest, amelyiknél van egy, k lépésben befejezdds eljaras (k > 0). Ha
az eljaras azzal kezdddik, hogy elGszor az Osszes, kezdetben egyenls parokat valtoztatjuk meg, akkor a marado, k-nal kevesebb
lépésbol allo eljarast helyettesithetjiik azzal az eljarassal, amelyben el§szor az Osszes meglevs, egyenls szamokbol allo part
megvaltoztatjuk, majd az Osszes igy keletkezett egyenls parokat és igy tovabb. Feltevés szerint ezzel a végeredmény nem valtozik,
a lépésszam sem, tehat ugyanez igaz az eredeti eljarasra is.

Ha valamelyik, kezdetben meglevs, egyenls szamokbol 4ll6 par megvaltoztatasa el6tt Gjonnan keletkezett parokat is valtoztat
az eljaras, akkor menjiink el csak addig a lépésig, amelyikben a kérdéses part valtoztatjuk meg. Ennek sorra kell keriilnie, mert
az eljaras akkor fejez6dik be, amikor az Gsszes szam kiilonboz6 (és tudjuk, hogy ez bekovetkezik). Véltoztassuk meg elGszor a
kérdéses part, és utana végezziik el az ezen par megvaltoztatasa eltti 1épéseket. Ezzel az eljaras kérdéses részének az eredményét
sem valtoztattuk meg, a lépések szamat sem. Ha még maradt kezdetben egyenl§ par, amit csak tjonnan keletkezett parok
véltoztatésa utan valtoztattunk meg, azokra alkalmazzuk a leirt valtoztatast. Igy véges szamu lépésben az elss esetre jutunk
vissza anélkiil, hogy kozben akar az eljaras végeredményén, akar a lépésszamon valtoztatnank.

Ezzel belattuk, hogy az allitas helyessége 6roklédik a k-nal kevesebb 1épésbdl allo eljarasokrdl a k 1épésbél allokra, s igy a
bizonyitast befejeztiik.

4. A feladattal kapcsolatban felmeriil néhany probléma, amelyeknek a tisztdzasa talan nem lesz tulsdgosan nehéz. Adott
n, p és ¢ esetén maximaélisan mennyivel névekedhet meg a szamokat tartalmazo szamko6z hossza? Mi a lépések szaméanak a
maximuma? Igaz-e, hogy mindkett§ akkor lesz a legnagyobb, ha p = q és az Osszes szamok egyenlék, illetGleg paratlan n esetén
egynek az értéke p-vel tér el a tobbiétsl?



