2. feladat. Legyen n > 1 pdratlan egész szam. Bizonyitsuk be, hogy akkor és csak akkor léteznek olyan x, y
természetes szdmok, melyekre
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ha n-nek van 4k — 1 alaki primosztoja.

I. megoldas. Tegyiik fel, hogy van az egyenletnek pozitiv egész x, y megoldasa. Legyen a két szam legnagyobb
kozos osztdja d, azaz
T = dx, y = dyi,

ahol z; és y; pozitiv egész és nincs 1-nél nagyobb koézos osztojuk, mas széval relativ primek. Ezt beirva az egyenletbe
és a torteket eltavolitva, azt kapjuk, hogy

(2) 4drryr = n(xr + y1).

Itt n paratlan volta miatt a jobb oldal csak dgy lehet 4-gyel oszthatd, ha x1 + y; oszthatd 4-gyel. Ekkor x1 és
vagy mindketté paros vagy mindketté paratlan. Mivel ezen kiviil relativ primek is, csak a méasodik eset kovetkezhet
be. Minthogy pedig az 0sszegiik oszthatd 4-gyel, ez csak ugy lehet, ha az egyik 4k + 1 alakd, a mésik 4k — 1 alaka.

A (2) Osszefiiggés szerint a1 osztOja az n(xy + y1) szorzatnak. x1 + y1-hez azonban relativ prim, hiszen ha volna
1-nél nagyobb kozds osztojuk, az osztoja volna (1 + y1) — 1 = y1-nek is, azonban z1 és yp relativ primek. Ismeretes,
hogy ebben az esetben x; csak ugy lehet osztoja a szorzatnak, ha a masik tényezGjének, n-nek is osztoja. Ugyanigy
kovetkezik, hogy vy is osztoja n-nek.

Az x1-re és y1-re tett megallapitasaink alapjan kovetkezik, hogy ha megoldhato az egyenlet, akkor van n-nek 4k — 1
alaku osztoja. Ekkor azonban van ilyen alakt primosztéja is. Ha ugyanis egy 4k — 1 alakt szamot akarhogy felbontunk
tényez6kre, akkor azok kozt van 4k — 1 alakd. Valoban, szamunk paratlan, igy a felbontas tényez6i is paratlanok, akkor
pedig vagy 4k + 1 vagy 4k — 1 alaktuak. Két elgbbi alakd szdm szorzata is ilyen alaku:

(4k1 + 1)(4ka + 1) = 4(4krks + k1 + ko) + 1,

és ez az alak djabb ilyen tényezékkel szorozva sem valtozik meg. El6 kell tehat fordulnia 4k — 1 alakdnak is. Ez igaz
akkor is, ha primtényezokre bontottuk a szamot. Igy n 4k — 1 alakt osztéjanak van 4k — 1 alaki primosztoja, de ez
osztoja n-nek is.

Tegyiik most fel, hogy p = 4k — 1 n-nek egy primosztdja: n = p - m. Ekkor

4 4k p+l 1, 1
n k-p-m k-p-m km kpm’

tehdt = = km, y = kpm megoldasa az egyenletnek. Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

Megjegyzések. 1. Felhasznaltuk azt a tételt, hogy ha egy egész szdm osztdja egy szorzatnak, de annak egyik
tényezGjéhez relativ prim, akkor osztdja a masik tényez6nek. Ez kovetkezik a szidmelmélet alaptételébdl, ami szerint
minden 1-nél nagyobb természetes szam felbonthaté véges sok (pozitiv) primszam szorzatara és ez a felbontas a
tényezsk sorrendjétdl eltekintve egyértelmd. Forditva, az alaptétel is kovetkezik a fent kimondott tételbdl, az pedig
bizonyithaté az alaptétel felhasznalasa nélkiil.

2. A bizonyitas befejezs részében nem hasznaltuk ki, hogy p prim, tehat képleteink n minden 4k—1 alaki oszt6jahoz
megadnak egy megoldast.

3. A megoldas elsS részének gondolatmenetét folytatva n = n'xy és 1, y1 relativ prim volta miatt a jobb oldali
szorzat csak gy lehet yi-gyel oszthato, ha n' oszthato vele: n’ = my;. Ezeket beirva (2)-be m(x1 + y1) = 4d adodik.

Lattuk tovabba, hogy x1 + y1 oszthatd 4-gyel, igy x1 + y1 = 4e jeltléssel

(31) n=mx1(de — 1), (32) z =emay, (33)y=em(de—x1).

Ebbdl is vilagos, hogy x1 és 4e — x1 = y; koziil az egyik 4k + 1, a mésik 4k — 1 alaka.

Mivel x és y szerepe szimmetrikus, feltehetjiik, hogy z; a 4k 4+ 1 alaka. Tudjuk mar, hogy z1 és 4e — z1 relativ
primek.

Azt kaptuk tehat, hogy az (1) egyenlet Osszes megoldasat megkapjuk, ha vessziik n-nek (37) alakua felbontésait,
amelyekben x1 és 4e — 1 relativ primek, és képezziik hozzajuk a (32), (33) képletek szerinti értékeket, tovabba a két
szam felcserélésével keletkezs szampart. x és y mindig kiilonb6z6, mert z; és 4e — z1 nem lehet egyenl6.

n-nek minden ¢t = 45 — 1 alakt osztojahoz van legalabb egy (31) alaku felbontasa. Valasszuk ugyanis ¢ — ¢t 4e — x1-
nek, z1-nek pedig az n/t barmelyik 4k + 1 alaku és t-hez relativ prim osztojat (az 1 mindig ilyen). Ekkor e = (t+21)/4
egész és m = n/(tx1). (Megoldast kapunk akkor is, ha ¢ és x1 nem relativ prim, csak igy egyes megoldasokat t6bbszor
is megkaphatunk.)



II. megoldas. A feladatnak csak azt a részét bizonyitjuk, hogy ha az (1) egyenlet megoldhato, akkor van n-nek
4k — 1 alaka primosztdja. A torteket eltavolitva és 0-ra redukélva a

day —n(x+y)=0
osszefiiggést kapjuk. Szorozzunk 4-gyel és adjunk mindkeét oldalhoz n2-et, ekkor a bal oldal szorzatta alakithato.
(4 —n)(4y — n) = n.
Itt a bal oldali tényezsk pozitivok, mert (1)-b6l 1/x is, 1/y is kisebb 4/n-nél, s igy
dr >n, 4y >n.

Ha n-nek nincs 4k — 1 alakd primosztdja, akkor nem &llhat fenn az egyenlet, ekkor ugyanis 4o — n is, 4y —
n is 4k — 1 alaka, tehat mint az el6z6 megoldasban lattuk, van 4k — 1 alaka primosztéjuk. Ekkor azonban a bal
oldalt primtényezdkre bontva, azok kozt lennének 4k — 1 alaka primek, a jobb oldalon viszont beirva n primtényezds
felbontédsat, csupa 4k + 1 alakd primszam szorzata allna, ez pedig ellentmond annak, hogy minden 1-nél nagyobb
természetes szam a tényezGk sorrendjétsl eltekintve egyértelmiien irhato fel primtényezék szorzataként.

Megjegyzés. Lényeges volt, hogy a természetes szamok korére szoritkozunk, s ezért meg kellett allapitani, hogy
a szorzat tényez6i pozitivok. Ezt a legtobb versenyz6, aki ezt az utat valasztotta, elmulasztotta. Pedig irhatjuk az
egyenlGséget
(n — 4z)(n — 4y) = n?

alakban is, és ekkor semmi probléma nem latszik ad6édni abbdl, ha n minden primosztéja 4k + 1 alaki. Valéban van
is megoldasa az (1) egyenletnek, ha csak azt kivanjuk, hogy = és y egész legyen és n = 4k + 1:
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