I. megoldas. Indirekt tton bizonyitjuk az allitdst. Ha a feladat allitdsa nem volna igaz, akkor minden oszlophoz
tartoznék legalabb két olyan sor, amelyik csak a kérdéses oszlopbeli betiiben kiilonbézik. Minden oszlophoz valasszunk
ki egy ilyen sorpart. Ezt a kivalasztast szemléltethetjiik gy, hogy az i-edik sort egy S; ponttal abrazoljuk, és ha az
i-edik és j-edik sor egy kivalasztott sorpar, akkor az S; és S; pontot Osszekotjiik egy vonallal (7. abra). Ezeket a
vonalakat élnek fogjuk nevezni, az egész dbrat pedig grafnak. Grafunknak n pontja van és ugyanannyi éle. Egy ilyen
grafban mindig van kor, vagyis olyan, kiilonbéz6 pontokbol all6 S;,, Si,, ..., S;, sorozat, amelyben S; -t S;, ,-gyel
(t=1, ..., k—1) és S, -t S;,-gyel él koti 6ssze. Ha ugyanis egy n-pontu grafban nincs kor, akkor annak legfeljebb
n — 1 pontja lehet. Ezt a megoldas a végén bizonyitjuk.

7. dbra

A fenti kor a tablazatra vonatkozoan azt jelenti, hogy az i1-edik és is-edik sor csak egy betiiben, mondjuk a j-edik
oszlopbeliben kiilonbozik, az el6bbiben itt egy a1, az utébbiban egy ettdl kiilonbozd ag beti all. Az is-edik és ig-adik
sor is csak egy betiben kiilonbozik, és ezek egy masik oszlopban allnak, tehat az i¢3-adik sor j-edik bettje szintén as.
Hasonléan az i4-edik, ..., ig-adik sor j-edik bettije is asz, de az iix-adik és i1-edik sor is csak egy bettiben tér el, és ezek
is egy, a j-ediktdl kiilonb6z6 oszlopban allnak, igy az i1-edik sor j-edik bettje is as kellene, hogy legyen, holott ott az
a9-t6l kiillonbo6zs a; betd all. Abbdl a feltevésbdl tehat, hogy barmelyik oszlop elhagyéasaval keletkezik két egyez6 sor,
ellentmondasra jutottunk. Igy kell olyan oszlopnak lennie, amelyet elhagyva tovabbra is minden sor kiilonboz6 lesz.

A felhasznalt segédtétel bizonyitasa:

Egy n-pontu graf egy vagy tobb &sszefiiggd részbdl all, vagyis olyanbol, amelyiknek barmelyik pontjabol el lehet
jutni az Osszes tbbbibe% (7. abra). Ha egy dsszefiiggd grafnak k pontja van és nincs benne kor, akkor (k—1) éle van.
Gondoljuk a grafot egy gatrendszer térképének. Minden pontban 6rhéz van egy gatérrel. Az egyik érhazban van a {66r,
aki a t6bbit iranyitja (8. dbra). Nyilvan minden 6r el tud jutni a f66rh6z gatak mentén és csak egyféleképpen, hiszen
ha volna két kiilénb6z6 utja is, akkor volna kor is (9. abra). A f66r kiadja az utasitast (pl. telefonon), hogy mindenki
vizsgalja meg a téle a f66r felé vezets iranyban a kivetkezs 6rhazig terjedd gatrészt és jelentse neki, mit tapasztalt. O
az 6rhelyén vérja a jelentéseket.

8. dbra

OEgy—egy ilyen rész allhat egyetlen pontbol is.



9. dbra

Ekkor egy szakaszt sem vizsgalnak ketten, mert ha ketten vizsgalnak, akkor az egyikiik a megszokott itja helyett
ugy is eljuthatna a f66rhoz, hogy a kérdéses szakaszra nem 1ép, hanem az azon felgjovs tarsat bevarva annak az utjat
kévetné (10/a abra). Minden gatszakaszt megnéz valaki, mert ha az egyik végén lako 6r a szakasz érintése nélkiil jut el
a {66rhoz (vagy 6 maga a f66r), akkor a masik végén laké 6r utja csak az lehet, hogy végigmegy a kérdéses szakaszon
és uténa a szomszédos Or utjat koveti (10/b dbra). Eszerint (k — 1) 6r minden szakaszt megvizsgal és mindegyiket csak
egy gator, tehat (k — 1) gatszakasz van, vagyis a grafban (k — 1) él. Ezzel bebizonyitottuk az allitast.

Ha egy n szogponti, kort nem tartalmazé graf tobb Osszefiiggs részre bomlik, akkor mindegyik részben eggyel
kevesebb él van, mint pont, igy a grafnak (n — 1)-nél kevesebb éle van.

a)l

b) \

10. abra

II. megoldas. A kovetkezd, a feladatbelinél valamivel altalanosabb allitast bizonyitjuk be teljes indukcidval. Ha
egy tablazatnak legalabb annyi oszlopa van, mint sora, és a tabldzat minden mezejére egy betit irunk dgy, hogy
barmely két sor kiilonbozzék, akkor van olyan oszlop, amelyiknek az elhagyéasa utan is kiillénb6z6 sorok kiilénbo6zs
modon lesznek kitoltve.

Két sor esetén van legalabb két oszlop és van koztiik olyan, amelyikben a két sorban kiilonbdzé betik allnak.
Barmelyik tovabbi oszlopot (ha t6bb van, akar mindet egyiitt is) elhagyhatjuk. Tegyiik most fel, hogy n-nél kevesebb
soros (és legalabb ugyanannyi oszlopos) tédblazatra igaz az allitas, és vegyiink egy n soros tablazatot, amelyik kielégiti
az allitas feltételeit. Hagyjuk el az els oszlopot. Ha a sorok ezutan is paronként kolonbozsk, akkor az allitas igaz. Ha
bizonyos sorok igy egyenlévé valtak, akkor az egyenl6vé valt sorok koziil csak egyet-egyet tartsunk meg. Igy eggyel
fogyott az oszlopok szama és legalabb egy sort is elhagytunk, tehat tovibbra is legalabb annyi oszlop van, mint sor,
tovabbé barmely két sor kiillonboz6. Erre a tablazatra feltevés szerint igaz az allitas: elhagyhaté egy oszlop tugy, hogy
a sorok mind kiilonb6z6k maradjanak.

Hagyjuk el a megfelel6 oszlopot az eredeti tablazatbol és nézziink két sort. Ha mindketts szerepelt a megritkitott
tablazatban is, akkor kiilonb6z6k mar akkor is, ha még az els6 bettiket is figyelmen kiviil hagyjuk. Ha viszont egy olyan
csoportban vannak, amibé6l csak egy sor keriilt a megritkitott tablazatba, akkor az els6 betik kiilonb6z6k. Ekkor is
talaltunk tehat olyan oszlopot, amelyiknek az elhagyésa utdn barmely két sor kiilonb6z6 maradt. A tulajdonsag tehat
oroklédik az n-soros téablazatokra is.



Megjegyzések. 1. Tobben ramutattak, hogy ha csak eggyel is kevesebb oszlop van, mint amennyi sor, akkor mér
nem bizonyos, hogy van elhagyhaté oszlop, ami az &dbra alapjan konnyen belathato.
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2. Sokan az abécé bettiinek a szamabol probaltak kovetkeztetni. Ez zsdkutca volt, hiszen mar két jellel is ki lehet
tolteni a tablazatot a feltételeknek megfelelGen. Egy ilyen kitoltést kapunk, ha az el6z6 megjegyzés tablazatat egy
csupa a-bol all6 oszloppal egészitjiik ki.



