I. megoldas. A legkisebb oldalra bocsatott magassig a legnagyobb, mivel az oldal és a rabocsatott magassag
szorzata a haromszog teriiletének a kétszeresét adja. Legyen az ABC haromszog legkisebb oldala vagy a legkisebbek
egyike a BC' = a oldal, a rabocsatott magassag AM = m (2. 4bra).

A héaromszog A-nél levs belsd szoge nem nagyobb a mésik két belsG szognél, mert a haromszogben kisebb oldallal
szemben fekvs szog kisebb.

A haromszogbe irt kor O kdzéppontja a belss szogfelezGk metszéspontja. Bocsassunk bel6le merdlegest az oldalakra
és m-re, az utébbi talppontja legyen P. Ekkor PM egyenld a beirt kor sugaraval. Azt kell tehat megmutatnunk, hogy
AP legalabb akkora, mint a haromszog koré irt kor sugara.

A koriilirt kor K kdzéppontja az A-bol induld haromszoégoldalak és az O-bol rajuk bocsatott merdlegesek hatarolta
négyszog pontja. Valoban, egyrészt nem lehet K az ABC haromszogon kiviil, mert a haromszég nem tompaszogd.
Masrészt az ABO és ACO haromszog A-nal levs szoge nem nagyobb a B-nél, ill. C-nél levs szognél, igy AO vetiilete
nem kisebb, mint OB-¢, ill. OC-¢é a harmadik oldalon. Ez mas széval azt jelenti, hogy az emlitett négyszog hatarahoz
tartozik az AB és AC oldal felez&pontja is; igy az ezekben emelt merélegesek metszéspontja, vagyis K is a négyszoghoz
tartozik.

2. dabra

Jeloljik AB felez6pontjat F-fel, O vetiiletét AB-n R-rel. A betiizés megfelels valasztasaval feltehetjiik, hogy az
AOR haromszog tartalmazza K-t. Az AKF< a haromszog koré irt kor ACB keriileti szogéhez tartozo kozépponti
szog fele és igy egyenls vele, ha K # F. Ekkor viszont

FAK< = MAC«,

s igy AO felezi a K AM szoget is. Ez akkor is igaz, ha K = F, mert ekkor AC B< derékszog, s igy M = C.
Megallapitasunkbol az kovetkezik, hogy a koriilirt kor AK sugardnak AO-ra vonatkozo tiikorképe AM-re esik.
Megmutatjuk még, hogy az AKO< tompaszog, ha K kiilonbozik O-t6l és R-t6l. Ebbdl kovetkezik, hogy K titkorképe
az AP szakaszra esik, tehat
AK < AP,

amint allitottuk.
Jeloljiik S-sel az AK meghosszabbitasanak metszéspontjat O R-rel, ekkor

AKO< > ASO< > ARO< = 90°,

mint a KSO, ill. ARS haromszog kiils6 szoge, és mind a két helyen csak akkor allhat egyenlGség, ha K, S és R
egybeesik. Ebben az esetben F' is egybeesik ezekkel a pontokkal. Ekkor az ABC héaromszog derékszogi C-nél és
egyenld szaru. Igy K tiikorképe AO-ra P, tehat m a két korsugar osszegével egyenld.

Ha végiil K és O egybeesik, akkor a haromszog szabalyos. Ebben az esetben is nyilvan egyenlség all fenn.

Jegyzet. Az dbra alapjan konnyen nyerhetiink két Osszefiiggést, amelyeket a kovetkezd megoldasban felhasznalunk.



1. Az 4bran lathato jeloléseket hasznédljuk. Az ACM és az AKF' derékszogd haromszogek hasonlok, mert — mint
lattuk — C-nél, ill. K-nal levé szogiik egyenls. Ebbdl kovetkezik az oldalak ardnyéra a

b r

m o
egyenldség. Mindkét oldalt megszorozva acm-mel, azt kapjuk, hogy
abc = 2amr = 4tr,

ahol ¢ a haromszog teriiletét jelenti.
2. Fejezziik ki m*-et az ACM és ABM derékszogi haromszogbol:

m? =b* - CM? = — (a— CM)>.

A miésodik egyenlGséghbdl
2aCM = a® +b? — 2.

Az els6 egyenldséget 4a’-tel megszorozva a bal oldalon 16t keletkezik. A jobb oldalon felhasznaljuk az éppen nyert
Osszefiliggést és azutan szorzattd alakitunk:

16t = 4a*b* — (a® 4+ b* — 02)2 = (2ab + a* + b* — *)(2ab — a®* — b* + ¢*) =
= [(a+b)2 Rl (a—b)ﬂ =(a+b+c)latb—c)(c—a+b)(c+a—D).
A keriilet felét s-sel jelolve, ezt igy irhatjuk:
t? = s(s —a)(s —b)(s — c).
Ez a Heron-formula néven ismert teriiletképlet.
II. megoldas. Az eddigi jeloléseket hasznaljuk, a haromszogbe irt kor sugarat g-val jeloljiik. Feltehetjiik, hogy
a<b<e.

Ekkor az m — o —r kiilonbségrél kell megmutatnunk, hogy nem negativ és megallapitani, milyen esetekben 0. A szerepls
adatokat az oldalakkal és a teriilettel fejezziik ki. Ismeretes, hogy t = ps, igy
2ttt tb4+e) (s—a)(s=b)(s—c)(b+c)

m— 9 — = ]
a S as at

Az utolso lépésben bavitettiink ¢-vel, felhasznaltuk Heron képletét (lasd a fenti 2. jegyzetet), és egyszerisitettiink s-sel.
Ebbdl levonjuk még az r = abc/4t értéket (lasd a fenti 1. jegyzetet), és bovitiink 2-vel:

A szamlalorol be kell latnunk, hogy nem lehet negativ. A kisebbitends kozépss két tényezdjének a szorzata a® — (c— b)z.
A masik két tényezs szorzatanak a’-szeresébdl a kivonandot is levonva a szamlalo igy alakithato tovabb, az els6 taghol
levonva, a méasodikhoz hozzaadva a(c — b)(c + b — a)-t:

4) a?(b*+c —alb+c) — (=) (c—b)(b+c—a)=
=a’PP+c—alb+c)— (=0 —alc=b))] +(a®+b* =) (c—b)(b+c—a) =
=2a%b(b—a) + (a®> + b* — *)(c = b)(b+c — a).

Itt az oldalak nagysagrendjére tett feltevés szerint sem az els6 tag utolséd tényezGje, sem a masodik masodik tényezdje
nem lehet negativ. A masodik tag els§ tényezGje C-nél derékszogli haromszogre 0, hegyesszogl haromszogre pedig
pozitiv; ugyanis ha két haromszog két oldalparja egyenls, akkor a harmadik oldal abban a haromszogben kisebb,
amelyikben az egyenld oldalak kozti szog kisebb. A t6bbi tényez6 pozitiv. Ezzel belattuk, hogy m — o — 7 > 0.

Csak ugy lehet 0 a kifejezés, ha a (4) utolso alakjaban mind a két tag 0. Ehhez egyrészt a = b kell hogy legyen,
masrészt vagy b = ¢, vagy a® + b* = ¢®. A legnagyobb magassag tehat a szabalyos haromszognél és az egyenld szaru
derékszogl haromszognél egyenls a haromszog koré és a haromszogbe irt kor sugaranak dsszegével.

II1. megoldas. A versenyzdk nagy része a kovetkezs Osszefiiggést hasznalta fel a feladat megoldasara. A haromszog
koreé irt kor kozéppontjanak az a, b, ¢ oldaltol mért tavolsagat rendre d,, dy, d.-vel jeldlve

do +dp+dc. =1+ 0.



A haromszog kétszeres teriiletét kiszamithatjuk ugy is, mint az AK B, BKC, CK A haromszogek kétszeres teriile-
tének Osszegét. Igy kapjuk a kovetkezd Gsszefiiggést:

am = 2t = ad, + bdy + cd. > a(dy + dp + d.) = a(r + o),

ahol a ismét a legkisebb oldalt, vagy a legkisebbek egyikét jeloli, s igy m a magassigok kozt eléforduld legnagyobb
érték. Itt oszthatunk a pozitiv a értékkel, és megkapjuk a kivant egyenlGtlenséget. Nyilvanvaloan egyenlGség all fenn,
ha a harom oldal egyenls, vagyis a szabalyos haromszognél. Fennallhat azonban egyenlGség tugy is, hogy valamelyik d
nulla, és a méasik kettd szorzdja egyenls. Ez valoban bekovetkezhet, mert a koriilirt kor kézéppontjan atmend oldal a kor
atmeérGje, tehat a haromszog legnagyobb oldala. Ebben az esetben a haromszog egyenls szara derékszogli haromszog.

Jegyzet. Hasonloan lathato, hogy a legkisebb magassag viszont nem nagyobb a két korsugar Osszegénél. Itt mar
csak a szabélyos haromszog esetén all fenn egyenlGség.

A felhasznalt Gsszefiiggés belathato példaul trigonometriai atalakitasok segitseégével. (Lasd pl. Erdekes matematikai
gyakorlé feladatok, IV., 126. feladat, megoldasa 139-141. old.)



