I. megoldas. Jeldljiik a feladatban szereplé polinomot Poi-val. A feladat allitdsan kicsit tilmenve azt mutatjuk
meg, hogy minden x értékre
Psy. (:E) > 0.

Ha z negativ vagy 0, akkor egyik tag sem negativ, a konstans pedig 1, igy legalabb ennyi a polinom értéke is. Konnyt
belatni az allitas helyességét akkor is, ha = > 2k. Ekkor ugyanis
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A [0, 2k] zart szamkozben a polinom folytonos fliggvény, az pedig felveszi a minimumat. Ha valamelyik végpontban
veszi fel, akkor ez a minimum is pozitiv, teh4t minden érték pozitiv.

Ha az intervallum belsejében levs valamilyen xg helyen veszi fel Psj a minimumat, akkor ez a kornyezetéhez képest
is minimalis érték, igy itt a derivaltja 0,
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Pék(;v) =—14+z9— 2—(') + ...+ (2]€0— 1)' = (22)' — sz(xo) =0.
Ekkor azonban a legkisebb fliggvényértékre o
PQk(iEo) = % > 0,

s igy a fiiggvény értéke mindeniitt pozitiv.

Megjegyzések. 1. Belathatjuk a feladat allitdsanak helyességét a k szerinti teljes indukciéval is. £ = 1-re teljes
négyzetté kiegészitéssel lathatd az allitas helyessége. Tegyiik most fel, hogy k-nak valamilyen ko értékére helyes az
allitas, és lassuk be, hogy ez maga utan vonja a helyességét (ko + 1)-re is. Pog, a —Pay,,, polinom derivéltja, igy
az utobbi az egész szamegyenesen novekszik. A 0 helyen —1 az értéke, és a fontihez hasonlo parositassal — most az
els6 tagtol kezdve — lathato, hogy a (2ko + 1) helyen pozitiv. Mivel a fliggvény folytonos, igy felveszi valamilyen 0
és (2ko + 1) kozotti zp helyen a 0 értéket. De —Papy1 a Papy4+2 polinom derivaltja, igy az utobbinak az o helyen
minimuma van és a fenti médon lathatd, hogy ez pozitiv.

Ez a meggondolas azt is adta, hogy a Psy polinomnak egy lokilis minimuma van, odéig csdkken a fliggvény, onnan
novekszik.

2. Indirekt meggondolast is hasznalhatunk. Ha Py venne fel negativ értéket, akkor ezt csak a (0,2k) intervallum
belsejében vehetné fel. Ekkor minimuma is negativ volna és lokélis minimum. Ez azonban nem lehetséges, mert itt
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pozitiv volna és nem 0.
Megoldhato a feladat csupén algebrai atalakitasokat, és a binomiélis egyiitthatok tulajdonsagait felhasznélva is.

II. megoldas. Szorozzuk meg Poy(z)-et a
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értékkel. A szorzat j-edfoku tagjanak egyiitthatoja, ha j < 2k,
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Ha pedig 2k + 1 < 5 < 4k, akkor az egyiitthato
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Az sszeg két végérosl szamitott ugyanannyiadik tag abszolut értéke mindig megegyezik, igy paratlan j esetén tovabbra
is 0 az egyiitthat6. Ha viszont j paros, akkor a j-edik hatvanyhoz tartoz6 Gsszes binomidlis egyiitthaté valtakozé
elGjellel vett Osszegébsl — aminek az értéke 0 — hianyzik az elejérdl a
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Osszeg és a végérodl egy ezzel egyenls Gsszeg. Ez az Gsszeg azonban negativ, mert a tagok abszolit értéke novekszik,
miutan az also szdmok mind kisebbek, mint j/2, az elGjelek valtakoznak, a tagok szama pedig paros. A j-edfokud tag
egyiitthatoja ennek a negativ Osszegnek a kétszeresét 0-ra egésziti ki, tehat pozitiv.

A polinomok szorzata tehat x paros hatvanyainak pozitiv egyiitthatos Osszege, s igy minden z értékre pozitiv. Ha
x nem negativ, akkor a szorzat mésodik tényezGje pozitiv, negativ z-ekre pedig az els@, igy mind a két tényez6 mindig
pozitiv. Ezzel a feladat allitdsat bebizonyitottuk.

Megjegyzés. Nem nehéz megmutatni, hogy
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