A sik egész koordinataju pontjait racspontnak fogjuk nevezni.

I. megoldas. Feladatunk tetszés szerinti pozitiv p értékhez olyan korlatot keresni, amelynél nagyobb r sugar
esetén mindig van az r sugarta kortSl p-nél kisebb tavolsagra levs racspont. Kézenfekvs olyan egyenesen keresni ilyen
racspontot, amelyiken egyrészt stiriin vannak racspontok, masrészt, amelyik ,lehet6leg jol simul” a korhoz, kis hegyes
szogben metszill A racspontok legstirtibben — egymastol 1 tavolsagra — a koordinatatengelyekkel parhuzamos és a
megfelel§ tengelytsl egész tavolsagra levé egyeneseken sorakoznak. Valasszuk pl. az y tengellyel parhuzamos ilyen
egyenesek koziil a legtavolabbit, amelyiknek még van kézos pontja a korrel. Ennek az y tengelyt6l mért u tavolsdgéara

(1) u<r<u-+l1 (u egész).
Ezen az egyenesen a kort kozrefogd (u, v), (u,v + 1) racspontok ordinatajara
(2) W+t <r? <u 4+ (v+1) (v egész).
A koron kiviil levé A racspontot az O origoval Gsszekdts egyenes messe a kort A;-ben. Ekkor
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ugyanis a szamlaloban elhagyott kivonando a (2) egyenl6tlenség elss fele szerint nem negativ, a nevezében levs négy-
zetgyOk pedig az egyenlStlenség mésodik fele szerint nagyobb r-nél.
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(2) els6 fele és (1) segitsegével kapcsolatot talalunk v és r kozott is:

v<AVr2 —u? = V(i —uw)(r+u) < /1-(r+7)=2r.
Ezt felhasznalva, ha pl. r > 1, akkor
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Igy 8(r) biztosan kisebb lesz p-nél, amint
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W<p azaz T>F és r> 1
Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.

Megjegyzések. 1. Nyilvanvaloéan nyerhettiink volna 2-nél kisebb szamlalot a §(r)-re kapott fels§ korlatban, de ez
nem volt célunk. Csupéan azt akartuk belatni, hogy van olyan korlat, amelyiknél nagyobb r-ekre §(r) < p. Hogy mi
a legkisebb ilyen korlat, az mar a probléma szempontjabol lényegtelen, annal is inkdbb, mert nem feltétleniil a fent
kivalasztott A a korhoz legkozelebbi racspont.

1Egyenes és kor szdgén az egyenesnek és a korrel valé metszéspontjaban a korhoz hiizott érintének a szOgét szokas érteni. Altalaban
beszéliink két egymast metsz6 gérbe szdgér6l a metszéspontjukban, — ezen a metszéspontban a gdrbékhez htizott érint6k szogét értjiik,
feltéve, hogy mindkettének van egyértelmtien meghatarozott érintGje ebben a pontban.



TS

(0] Ao

——

2. Sok més modon is becsiilték a versenyzok az A(u,v + 1) vagy B(u,v) pont tavolsagat a kortsl. Egy ilyen tut
a kovetkezs: az AB egyenes metszéspontjat a korrel, ill. az x tengellyel jelolje C, ill. Ag, a B-n at az z tengellyel
parhuzamosan huzott egyenes és a korhoz a C-ben htzott érinté metszéspontjat D. Ekkor B tavolsaga a kortél kisebb,
mint BD, igy a BCD és AyOC haromszogek hasonlésiga folytan
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3. A feladat szoros kapcsolatban van a kovetkezd kérdéssel. Keresslink tetszés szerinti pozitiv egész N szamhoz
olyan M (N) szamot, amelyre az N, N + M (N) szamkozben van két négyzetszam osszegeként irhatod szam.
Ha N-et a fenti megoldés r>-ének vélasztjuk, az n = u® + (v + 1)? tekinthets egy kdzeli négyzetszamnak:

n—N=u’4+@w+1)>—r*<2w+1,

és mivel n — N egész, igy

n— N <2v<2V2r =V8VN.
Az N, N + v8VN szamkdzben tehat mindig van két négyzetszam Osszegeként irhatd szam.

II. megoldas. Mivel az © = u (u pozitiv egész) egyenlettel jellemzett egyenesen egységnyi tavolsagra kovetik
egymaést a racspontok, igy elég megmutatni, hogy tetszéleges pozitiv p-hez, ha r elég nagy, valaszthaté u ugy, hogy
az x = u egyenletl egyenesnek az r és r 4+ p sugara korok kozti korgytriibe es6 szakasza, — pl. az els6 siknegyedben —
legalabb 1 hosszuségu legyen. Ekkor ugyanis erre a szakaszra esik racspont és az legfeljebb p tavolsagra van a kortél.

Valasszuk meg u-t az
u<r<u-+1

feltetellel. Ha w + 1 < r + p, akkor az (u + 1,0) pont a korgytriibe esik; igy elég csak azt az esetet vizsgélni, ha
(3) ulr<r+p<u+l.

Ez eleve csak akkor teljesiilhet, ha p < 1. Az emlitett szakasz h hosszara
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Itt a szamlalo nagyobb, mint 2rp, a nevezében levs négyzetgyokok pedig igy becsiilhetsk feliilrsl (3) felhasznéalasaval,
hapl.r>1,

ViE+p) —uw2=(r+p—u)(r+p+u) <1-(r+1+7)<V3r
V2 —u2 = /(r —u)(r +u) <V1-2r
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Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.



