A feladat kovetelményei szerint harom dolgot kell szem el6tt tartanunk: minden pontot csak egy mésikkal kéthetiink
Ossze, a metszéspontoknak a szakaszokra kell esniiik és nem szabad egybeesniiik.

Két metszé szakasz végpontjainak a kivalasztasa ugyanaz a feladat, mint egy konvex négyszog csicsaié, mert
konvex négyszog atloi egymast metsz6 szakaszok és két egymast metsz6 szakasz végpontjai konvex négyszog csicsai,
amelyiknek a szakaszok az &tloi.

Megemlitjiik még a ponthalmaz konvexr burkdnak a fogalmét, aminek segitségével konnyebben tudjuk magunkat
kifejezni. Ezen azt a legsziikebb konvex tartomanyt értjiik, amelyik az Osszes pontot tartalmazza. Ezt szemléletesen
ugy képzelhetjiik el, hogy a pontokban a sikra mer6leges tiiket gondolunk, majd egy gumikarikat kihazunk akkoréra,
hogy az Osszes ti beliil legyen rajta és elengedjiik. Az 6sszeugré gumi altal koriilzart tartomény a konvex burok. Ez
véges ponthalmaz esetén konvex sokszog, aminek a csticsai a ponthalmaz pontjai koziil valok.

I. megoldas. Fel fogjuk hasznalni, hogy 5 pont koziil a sikban mindig kivalaszthatok egy konvex négyszog csicsai,
ha nincs koztiik 3 egy egyenesen levé pont.

Valéban, ha az 5 pont konvex burka 6tszog, akkor barmelyik 4 pont megfelel. Ha négyszog a konvex burok (amelyik
a belsejében tartalmaz még egy pontot), akkor is rendelkezésiinkre all mér egy konvex négyszog. Ha a konvex burok
haromszog, a belsejében 2 ponttal, akkor hiizzuk meg az utébbiakon dtmend egyenest (3. dbra). Ez 2 oldalt a belsejében
metsz, mert csicson nem mehet at, ugyanis nincs 3 pont egy egyenesen. Ekkor a harmadik oldal végpontjai és a két
bels6 szogpont alkot konvex négyszoget.

3. dbra

Vélasszunk egy e egyenest, amelyik nem parhuzamos semelyik két ponton dtmend egyenessel. Ez lehetséges, mert
véges sok pont csak véges sok iranyt hataroz meg. Helyezziink el egy e-vel parhuzamos egyenest agy, hogy a ponthalmaz
az egyik partjara essék, majd mozgassuk, irAnyat megtartva, a pontrendszer irAnyaban és jeloljiik meg 4 helyzetét,
az els6t agy, hogy b pont keriilon 4t az egyenes ellenkez§ partjara, majd kévetkezd harmat ugy, hogy 4-4 ajabb pont
keriiljon &t a mésik oldalra. Ekkor még 5 pont marad az elsé parton.

Az els6 5 pont koziil ki tudjuk valasztani két metszé szakasz végpontjait és marad még egy pont, ezt vegyiik a
kovetkezd négyhez és ismét valasszuk ki két metsz6 szakasz végpontjait. A fennmarado ponttal ismételjiik az eljarast
és folytatjuk, amig mindegyik pontcsoportot fel nem hasznaljuk.

Igy 5 szakaszpart valasztottunk ki. Ezek kivalasztasuk szerint egymast metsz6 szakaszokbol allnak és nincs kettének
kozos végpontja. A metszéspontok is mind kiilonb6zok, mert mindegyik szakaszpar négy végpontja koziil legalabb
harmat, s igy az egyik szakasz mindkét végpontjat, egy

e-vel parhuzamos egyenes elvalaszt a korabban kivilasztott szakaszoktol, tehat a szakasz belsejében levs metszés-
pontot is elvalasztja a kordbban nyert metszéspontoktol.

Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.

Megjegyzések. 1. Az eljaras csak 21 pontot hasznalt fel az 5 metszéspont létrehozasahoz, a huszonkettedik csak
ahhoz kellett, hogy a parokba allitas lehetséges legyen. Ugyanez az eljaras altaldban 4n + 1 szdogpontbdél n kiillonbozs
metszéspont létrehozasat teszi lehetGvé.

2. Tobben tgy valasztottak meg a 3 siksavot és 2 félsikot, hogy a ponthalmazbol 5-5—-5-5, ill. 2 pontot tartalmaz-
zanak. Ekkor utols6 lépésben az els6 4 metszéspont kivalasztasakor fennmaradt pontok és az utolsd két pont koziil
lehet még egy metszé szakaszpar P, @ és R, S végpontjait kivalasztani. Tegyiik fel, hogy ezek metszéspontja egybeesik
egy masik szakaszpar pl. AB és C'D metszéspontjaval (4. abra). Ekkor az el6bbi par legalabb egyik szakaszanak mind
a két végpontja masik sikrészben van, mint a metszéspont.



4. dbra

Ha RS ilyen szakasz, akkor ez metszi az AC BD négyszog két szemben fekvs oldalat, mondjuk AC-t és BD-t, tehat
ezek a szakaszok és RS két kiilonb6z6 metszéspontot szolgaltatnak. Ezek kiilonboznek a tovabbi metszéspontokbdl is,
mert ugyanabban a sikrészben vannak, mint az eredeti metszéspont (ami kiilonben tovabbra is létrejon mint az eddig
még figyelmen kiviil hagyott PQ metszéspontja RS-sel).

3. Ahelyett, hogy parhuzamos egyenesekkel osztanok csoportokba a pontokat, kivalaszthatjuk a ponthalmaz konvex
burkinak egy A csticsat és ezen at egy egyenest, amelyiknek egyik partjara esik a ponthalmaz minden A-t6l kiilénboz6
pontja; ezutan ennek egyik félegyenesét forgatva hozunk létre olyan szogtartomanyokat, amelyek 4-4-4-4 pontot
tartalmaznak A-n kiviil, és A-val és az els6 4 ponttal kezdve végezziik a fenti kivalasztési eljarast. A forgo félegyenes
egyenként halad a4t a pontokon, mert harom pont nem esik egy egyenesre.

I1. megoldas. Ujabb eljarast adunk meg legalabb 5 pont esetén olyan metsz6 szakaszpar kivalasztasara, amelyek
metszéspontja nem eshet ra egyetlen tovabbi (esetleg) kivalaszthato szakaszra sem.

Legyen a ponthalmaz konvex burkdnak harom szomszédos csicsa A, B és C. Ekkor az ABC konvex szogtartomany
(hozzéaértve a hatarolo félegyeneseket is) tartalmazza a ponthalmazt.

Tekintsiik a B elhagyéasaval maradé ponthalmaz K konvex burkat. Ez is konvex sokszdg, mert legalabb 4 nem egy
egyenesen levé pontot burkol. K hataranak egyik, A-t6l C-ig halado torott vonala elvalasztja a halmaz legalabb egy
pontjat B-t6l, kivéve ha ez a hatar az AC szakaszbdl és egy az ABC haromszogben futo, A-t és C-t Osszekdts torott
vonalbol all, amelyiknek az Gsszes tovabbi pont szogpontja (5. dbra).

5. dbra

Utobbi esetben vegyiik fel pl. K-nak A-val szomszédos, D, E, F cstcsait (F' azonos lehet C-vel) és valasszuk ki az
AFE és DF szakaszt. Ezek metszéspontja az AF egyenesnek azon a partjan jon létre, amelyiken B van. A ponthalmaz
tobbi pontja (ha van tovabbi pont) az egyenes mésik partjan van, igy minden esetleges tovabbi szakaszpéar négy
végpontja koziil legalabb 3 az utébbi parton van, tehat az egyik szakasz is és ha a szakaszok metszik egymast, akkor
a metszéspontjuk is.



Abban az esetben, ha van a ponthalmaznak olyan D pontja, amire BD metszi K hatarat, akkor legyen F'F az az
oldal, amit atmetsz (6. 4bra). Nem mehet 4t BD valamely csticson, mert nincs 3 egy egyenesre esé pont a halmazban.
Ekkor a halmaz minden tovabbi pontja az E'F egyenes egyik partjan van, a hatardn sem lehet, igy egyetlen tovabbi
szakaszpar metszéspontja sem eshet egybe BD és EF metszéspontjaval.

6. dbra

22 (s6t mar 21) pontbol kiindulva, az eljarast 5-szor ismételhetjiik, s igy 5 kiilonb6z6 metszéspontot tudunk
létrehozni; altalaban 4n + 1 pontbol n metszéspontot.

Megjegyzés. 5 pont esetén Gjabb bizonyitast nyertiink arra az I. megoldéasban felhasznalt segédtételre, hogy 5 pont
koziil mindig kivalaszthatok egy konvex négyszog cstcsai.

III. megoldas. A ponthalmaz meghatarozta Gsszes szakaszok metszéspontjai koziil fogunk olyat kivalasztani,
amelyiken legfeljebb 3 szakasz megy at. Megmutatjuk, hogy a szakaszok Osszes metszéspontjai konvex burkanak a
csucsai ilyenek.

Vilagos, hogy ezzel a feladat allitdsa bizonyitast nyer, ugyanis ha legalabb 5 pont van adva, akkor az el6z6 megolda-
sokban bizonyitott segédtétel szerint legalabb egy metszéspont is van. Kivalasztjuk a metszéspontok konvex burkinak
egy csicséat és 2 olyan szakasz végpontjait, amelyeknek ez a metszéspontja. A marad6 pontokkal addig ismételhetjiik
az eljarast, amig legalabb 5 pont marad, tehat 21 ponttal még 4-szer, altalaban 4n + 1 ponttal n-szer.

A keletkezd metszéspontok mind kiilonb6zk, mert 2-2 metszé szakasz koziil legfeljebb az egyik mehet at korabban
kivalasztott szakaszparok metszéspontjan.

A kimondott allitast indirekt tton bizonyitjuk. Ha a metszéspontok konvex burkinak egy P csticsan at legalabb 4
szakasz menne at, akkor vegyiik ezeknek egy-egy, a konvex burkon kiviil es6 végpontjat. Ezek és P koziil kivalaszthatok
két egymast metsz6 szakasz végpontjai. Ezek metszéspontja a metszéspontok halmazan kiviil van és metszéspontja a
ponthalmaz 4 pontja &ltal meghatarozott szakaszoknak. Valéban, vagy P nem is szerepel a kivilasztott 4 pont kozt,
vagy ha igen, akkora benne végz6ds szakasz része egy, a ponthalmaz pontjai altal meghatarozott szakasznak (7. abra).

7. dbra



Ezzel ellentmondaésra jutottunk a konvex burok fogalmaéaval, igy P-n nem mehet at 4 szakasz.

Megjegyzések. 1. Nem nehéz latni, hogy 3 szakasz sem mehet at a metszéspontok konvex burka hataran levs
metszéspontokon. Ennek bizonyitasat az olvasora bizzuk.

2. Felvet6dik a kérdés, hogy 5 metszéspont létrehozasara nem elegends-e 21-nél kevesebb pont is, ill. hogy nem
lehet-e barmilyen 21 pontbol kiindulva 5-nél tobb metszéspontot is létrehozni.

Valéban, a megoldasok egymaéastol lehetdleg elvalasztott szakaszparok kivalasztésa utjan biztositjak a metszéspontok
kiilonbozségét, viszont sok metszéspont akkor keletkezik, ha egy-egy szakaszt minél tobb mésik metsz. Erre utal az
I. megoldashoz fiizott 2. megjegyzés is.

Masfelsl talan az is varatlan els§ pillanatra, hogy 7 pont még nem foltétleniil teszi lehetGvé 2 metszéspontot
létrehozo, kozos végpont nélkiili szakaszok kivalasztasat. Erre a 8. dbra két példat is mutat.

8. dbra

A megoldasok 9 pont esetén biztositjak 2 metszéspont létrehozaséat. A lehetséges esetek megfelel csoportositasaval
és végigvizsgalasaval belathatd, hogy mar 8 pont koziil is mindig kivalaszthatok 2 kiilonb6z6 metszéspontot szolgaltato,
kozos végpont nélkiili szakaszok végpontjai.

Ebbdl kovetkezik, hogy 5 metszéspont 1étrehozésara mar 20 pont is elegends és altaldban n metszéspont létrehoza-
sara 4n pont. Valéban, 3 — altaldban n — 2 — metszéspont létrehozasara alkalmazhatjuk barmelyik megoldas eljarasat,
és az utolsd 8 pont koziil kivalaszthatok még tovabbi 2 metszéspontot add szakaszok végpontjai.

Az elmondottak részleteire és tovabbi megjegyzésekre kiilon cikkben térek vissza.



