I. megoldas. A feladat kovetelményeit kielégit6 ABCDE 6tszog keresésekor nyilvan k6z6mbos, hogy az oldal-
hosszat mekkoranak valasztjuk. Kiindulhatunk ezért az egységoldala ABCO négyzethdl, s azt vizsgaljuk, hogy a D,
E csicsok hol helyezkedhetnek el.

Minthogy BCD< = 90° és CD = 1, a D pont abban a ~ sikban van, amely a BC egyenest C-ben merslegesen
metszi, mégpedig e sik C kozéppontt, CO sugaru korén helyezkedik el (1. dbra). A keresett 6tszog atloi egyenldk, hiszen
mindegyik egy-egy egységbefogdju egyenlGszara derékszogli haromszog atfogodja (kozos hosszuk V2 ). Eszerint AD =
AC, sigy a D pont rajta van a v sik O koézépponti, OC sugaru korén is, hiszen a «y sikban ez a kor azoknak a pontoknak
a mértani helye, amelyek A-t6l AC téavolsdgra vannak. A D pont ezek szerint csak a mondott két kor valamelyik
metszéspontja lehet. Az egyik metszéspontot onkényesen kijelolhetjiik D helyzetéiil, hiszen a két metszéspont az ABC
sikra vonatkozolag szimmetrikusan helyezkedik el, s a keresett Otszoget is tlikrozhetjiik erre a sikra. D helyzetéhez
a legegyszeriibben tgy jutunk, hogy a CO szakaszhoz a v sikban valamelyik oldalrdl egy szabalyos haromszoget
illesztiink, s ennek harmadik cstacsat tekintjiik.

Ugyanigy okoskodhatunk az F pont helyzetét illetGen is. Az adodik tehat, hogy ha a BA szakaszra A-ban mers-
legesen emelt a sikban az OA szakaszhoz mindkét oldalrol egy-egy szabalyos haromszoget illesztiink, s ezek harmadik
csucsat Ey és Es jeloli, akkor E csak ezek valamelyike lehet. Itt mar mind a két lehet&ségre gondolnunk kell, mert az
ABC sikra vonatkoz6 tiikrozés lehetGsége D megvalasztasa utan mar nem all fenn.

Bebizonyitjuk, hogy nincs kivant tulajdonsagt 6tszog, mégpedig azért nincs, mert a DFE; és DE5 tavolsagok egyike
sem egységnyi. Errdl szamitassal konnyen meggy6z6dhetiink. Jelolje Vi az E; pontnak a « sikra vetett merdleges
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A feladat kérdésére tehat valoban nemmel kell felelni.

Megjegyzések. Megoldasunkat tobbféleképpen is befejezhettiik volna. Harom ilyen lehetGséget emlitiink.

1. Az utols6 lépést kevesebb szamolassal is elintézhetjiik. Evégett bevezetjiik az F2 pont v sikra vonatkozé Ej
tiikorképét, amely egyben F; tiikorképe az O pontra vonatkozolag. A DViFE; és DESFE; haromszogekre vonatkozo
haromszog-egyenlétlenségeket felhasznalva
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A masodik becslésnél az els§ eredményét is felhasznaltuk.

2. A DE; < 1, DE5 > 1 egyenl6tlenségek nyomban adodnak abboél, hogy DOFE;<t < 60° és DOFE><t > 60°. Elég
az els6 helyességét belatnunk, hiszen DOFEo<t = DOES<t és ez a DOE; < kiegészits szoge, tehat az elsé egyenlétlenség
szerint 120°-nal is nagyobb. Az els§ egyenl6tlenség viszont a triéder oldalaira vonatkozo egyenlStlenségbdl adodik,

amely szerint
DOE <t < DOVi<+ ViOE;< = 30° + 30° = 60°.

3. Az adodott lehetségek meg nem felelg volta abbdl is kovetkezik, hogy a DE, és DEs szakaszok egyike sem
merGleges C'D-re, vagyis abbél, hogy az E;, F> pontok egyike sincs a DC-re D-ben mer6legesen emelt sikban. Ez a
sik ugyanis meréleges ~y-ra, tehat tartalmazza minden pontjanak vy-ra vetett meréleges vetiiletét. Ez E; és Es esetében
azt jelentené, hogy a CDVi< és CDVa< valamelyike derékszog (itt Vo az Fo pont vetiiletét jel6li), marpedig az els6
120°, a masodik pedig 60°-nal kisebb, hiszen része a C DO<-nek.

II. megoldas. Azt allitjuk, hogy a kovetelményeket kielégitG 6tszog atloinak felez6pontjai egymast6l mindannyi-
an ugyanakkora tavolsagra vannak. Két ugyanabbol a csicsbél kiinduld atld felezGpontjanak tavolsdga az atlok altal
kifeszitett haromszog kozépvonala, tehat a harmadik oldalnak, 6tszogilink egy oldaldnak a fele. Egyméashoz nem csatla-
kozd atlok esetében elsé megoldasunknak arra a megallapitdsara timaszkodunk, hogy a D pont az ABCO négyzethez
csatlakozo szabélyos CDOA cstucsa. Az AC, BD &tlok felez6pontjanak tévolsagat keressiik. Minthogy az AC, BO
szakaszok felez6pontja azonos, a BO, BD szakaszok felez6pontjanak tavolsagat kell meghataroznunk. Ez azonban a
BODA kozépvonala, s igy az OD tavolsag fele, tehat szintén 6tszoglink oldaldnak felével egyenld.

Ezek szerint, ha van a feladat kdvetelményeit kielégits 6tszog, akkor van a térben 6t olyan pont, amelyek paronként
egymastol ugyanakkora tavolsagra vannak. Minthogy azonban nincs 6t ilyen pont, a feladat kdvetelményeit kielégits
Otszog sincs.

Egymastél paronként ugyanakkora tavolsagra levé 6t pont valéban nem létezik, mert koziiliik négy egy szabalyos
tetraédert hataroz meg, s az 6t6dik, a tetraéder valamennyi csicsatol egyenld tavolsagra elhelyezkeds pont csak a
tetraéder koré irt gémb kozéppontja lehetne, de ennek a gémbnek a sugara a tetraéder élénél kisebb. (Ez a megoldas
Kdrteszi Ferenctdl valo.)

Megjegyzések. Els6 megoldasunk tobbféle befejezési lehetGsége azt sejtetheti, hogy a feladat kdvetelményeinek
megfelel§ lazitasa utan is nemmel kell a feladat kérdésére vélaszolni. Megvizsgaljuk ezért, hogy kiilonféle lazitasok
esetén mi a valasz.

1. Ha csak azt koveteljiik meg, hogy a térbeli 6tszdg oldalai koziil négy legyen egyenld, viszont minden szoge
derékszog legyen, akkor mar talalhatd a kovetelményt kielégits otszog. Ezt a 2. dbra példaja mutatja, ahol az 6tszog
csucsai egy kocka cstcsai koziil valok.

2. dbra

3. dbra

Ugyanigy talalhaté 6tszog, ha az oldalak egyenléségén kiviil csak azt kdveteljiik meg, hogy a szogek koziil négy derékszog
legyen. Ezt a 3. dbra mutatja, amely egy csupa egyenld éllel rendelkezs, szabalyos haromoldali hasab éleibdl alkotott
Otszoget mutat be.

2. Igennel kell a feladat kérdésére valaszolni akkor is, ha a kovetelményeken mit sem enyhitiink, viszont 6t helyett
tobboldalu sokszoget keresiink. Hat és nyolcoldalut konnyen alkothatunk egy kocka éleibsl. Hétoldaluhoz jutunk, ha
olyan szimmetrikus trapézbél indulunk ki, amelynek szérai és egyik alapja egységnyiek, masik alapjanak hossza pe-
dig V2, majd ehhez egy egyenldszaru derékszdgi haromszoget, az egységnyi hosszisagu alaphoz pedig egy négyzetet
illesztiink. Ha ezt a négyzetet a trapéz sikjara mer6legesen felhajtjuk, az egyenlGszara derékszogl haromszoget pe-
dig annyira hajtjuk fel, hogy befogoi a trapézszarakra merslegesek legyenek, akkor kivant tulajdonsagi hétszoghoz
jutottunk el. Nyolcnal nagyobb oldalszamu ilyen sokszoget mar kénnyen taldlhatunk.



3. Ha olyan 6tszoget keresiink, amelynek oldalai egyenlék, és barmely két szomszédos oldala ugyanakkora szoget
alkot, nem kovetelve meg, hogy ez a szdg derékszog legyen, akkor mar nem felelhetiink a feladat kérdésére egyszeriien
igennel vagy nemmel. Kovetkezs megoldasunk erre a kérdésre is valaszol.

III. megoldas. Felhasznaljuk azt, hogy ha az A, B, C, D, E pontok tavolsagai rendre egyenl6k az A,, By, Cq,
D, F; pontok megfelel§ tavolsagaival, akkor van olyan egybevigosag, amely az els6 pontotost a masodikba viszi at.
Ez 6t helyett akdrhany pontra is igaz, de mi csak 6t pontra alkalmazzuk.

Azt vizsgaljuk, hogy melyek azok az 6tszogek, amelyeknek oldalai egyenlék, és barmely két szomszédos oldaluk
ugyanakkora szoget alkot. Bebizonyitjuk, hogy csak a sikbeli szabalyos 6tszog és az ennek atloibol alakitott szabalyos
csillagotszog ilyen, ahol is az egyenld szogek nagysaga 108°, illetve 36°. Bebizonyitjuk tehat azt is, hogy a feladat
eredeti kérdésére nemmel kell valaszolni.

A bizonyitashoz abbol indulunk ki, hogy az egyenlGoldalu és egyenlGszogi ABCDE 6tszog atloi egyenlsk, hiszen
mindegyik egy-egy olyan egyenlészaru haromszog alapja, amelynek szara és szarszoge az 6tszog oldala és szoge. Az
elérebocsatottak szerint van tehat olyan egybevagosidg, amely az ABCDFE 06tszoget a BCDFEA 6tszogre helyezi, s
ugyanezt az 6t cstcs minden ciklikus permutaciojarol is elmondhatjuk. Ezek az egybevagésagok az 6t pont konvex
burkat is 6nmagara helyezik, s mivel van kozottiik olyan, amely csicsa a konvex buroknak, a ciklikus permutéacié
szabad megvalaszthatosaga miatt mind az 6t pont ilyen.

Ha az 6t pont nincs egy sikban, akkor a konvex burkuk 6tcsticsi poliéder, tehat csak négyoldalu gila vagy harom-
oldalu kettGsgula (két kozos lapt tetraéder egyesitése) lehet. Mindkett6nek van haroméli cstcsa és négyéli csicsa is.
Minthogy azonban haromélid csicsot egybevagdsag nem vihet &t négyéld csticsba, ellentmondasra jutottunk. Ha tehat
az Otszog nem sikbeli, akkor nem lehet minden oldala és minden sztge egyenld.

Ha az 6t pont egy sikban van, akkor konvex burkuk a fentiek szerint olyan 6tsz6g, amelynek cstcsai egybevagosaggal
szabadon permutalhatok. Az 6t pont konvex burka ezért csak szabalyos 6tszog lehet, s a keresett egyenlGoldala és
egyenldszogl Otszoget vagy a szabalyos 6tszog oldalai, vagy annak atléi alkotjak.



