I. megoldas. Be kell bizonyitanunk, hogy a kobgyok alatti kifejezés nem nagyobb a bal oldal kobénél. Felhasznaljuk
a szamtani és a mértani kozépre vonatkozé ismert egyenlStlenséget, amely szerint két szam szorzata nem lehet a
szamtani kozepiik négyzeténél nagyobb. Ezt kétszer is alkalmazva
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Elég most mar csak azt igazolnunk, hogy
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Ez abbol adodik, hogy a kétoldali kifejezések négyzetének kiilonbsége
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Megjegyzés. A feladat szovegében felesleges az a megszoritas, hogy a, b, ¢, d pozitiv szamok. Ezt megoldasunk
sem hasznélta fel. Igaz ugyan, hogy hivatkoztunk a szamtani és mértani kézép egyenlGtlenségére, és mértani kdzéprol
csak pozitiv értékek korében beszélhetiink, viszont pozitiv értékekre vald szoritkozéas nélkiil is igaz, hogy két szam
szorzata nem lehet a szdmtani kozepiik négyzeténél nagyobb.

Megoldasunk az eredetinél erésebb
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egyenlGtlenséget bizonyitotta be. A kovetkezs megoldasok is ezt igazoljak majd.

Megoldasainkban tobbféle kozépérték szerepel. A pozitiv a1, as,...,a, szamok szamtani (aritmetikai), mértani
(geometriai), harmonikus és négyzetes (kvadratikus) kozepét az
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képletek adjak meg. Ezek kozott sokféle egyenlStlenség allapithaté meg. Két szamra vonatkozolag mér felhasznaltuk a
G < A egyenlGtlenséget. Négy szamra vonatkozolag bebizonyitottuk, hogy A < Q. Két szamra vonatkozolag kozvetleniil
ellenérizhets a

G? = AH

Osszefiigges, és ebbsl G < A felhasznalasaval H < G, és igy H < A is adodik. Bizonyitas nélkiil emlitjiik meg, mert
nem lesz sziikségiink ré, hogy az itt emlitett egyenlStlenségek a szam kozepeire is teljesiilnek.

II. megoldas. Jelolje A, G, H, Q az a, b, ¢, d szamok megfelels kozepeit. Feladatunk allitasa kobreemelés utan
Q® > G*/H alakban irhat6, s mi a tobbet mondo G* < A3H egyenlétlenséget bizonyitjuk be.
Jelolje Ay, G1, Hy az a, b szamok, Az, Go, Hs pedig a ¢, d szamok megfelels kozepeit. Nyomban belathato, hogy
ezekre
A4y, Ay) = A, G(G1, Ga) =G, H(H,, H») = H.



Mivel G3 = Ay Hy, és hasonl6 érvényes barmely két szam kozepeire,

G'=G?G2 = A\H, - AyHy = Ay Ay - HiHy =
= A(Ay, Ay) - H(Ay, Ay) - A(Hy, Hy) - H(Hy, Hy).

Minthogy pedig H(A1, As) < A(A1, As), és a hasonlo Hy < A, Ho < Ay egyenl6tlenségekbsl A(Hq, Ha) < A(Aq, As)
kovetkezik, a fenti egyenléségbdl a bizonyitando G* < A®H egyenl6tlenséghez jutunk.

III. megoldas. Felhasznaljuk azt, hogy ha négy szdm nem egyenls, akkor van kozottiik a szdmtani kdzepiiknél
nagyobb, és van kisebb is. Legyen példaul ¢ < A < d, ahol A ismét az a, b, ¢, d szdmok szamtani kozepét jeloli. Legyen
ci=c+d—Aésdy = A. Ezekre

c1+di =c+d,
crdy = (c+d—A)A = (A—c)(d— A) +cd > cd.

Ha tehat az a, b, ¢, d szamok helyébe az a, b, ¢1, di szamokat irjuk, szamtani kozepiik valtozatlanul A marad, viszont A
is szerepel kozottiik, illetSleg tobbszor szerepel, mint ahanyszor szerepelt, és a feladat egyenlétlenségének jobb oldala

ab(c+d) + (a+b)ed < ab(er + dr) + (@ + b)crds

miatt novekszik.

Ha tehét a, b, ¢, d nem egyenlSk, akkor megvaltoztathatok gy, hogy szamtani kozepiik valtozatlanul A maradjon,
A tObbszor szerepeljen kozottiik, mint ahanyszor szerepelt, s hogy a feladatbeli kobgyok értéke novekedjék. Ezt az
eljarast a sziikség szerint megismételve mindegyik szam helyébe A 1ép, s a kobgyok értéke allanddan novekszik. Ha
pedig mindegyik szam A-val egyenld, akkor a kobgyok értéke is A. Eszerint a kobgyok értéke eredetileg is A-nél kisebb
vagy esetleg vele egyenld volt, s ez az, amit bizonyitani akartunk.

Megjegyzés. Ennek a megoldasnak a gondolatmenete véiltozatlanul alkalmazhato akkor is, ha nem négy szamrol
és a bel6liikk képezhet§ harom tényezds szorzatok Osszegérél, hanem a szamrdél és az ezekbsl képezhet§ k tényezbs

szorzatok Osszegérdl van szo. Igy azt kapjuk, hogy ez az 6sszeg nem lehet nagyobb, mint (Z) AF.

Kiemeljiik ennek az eredménynek azt a specidlis esetét, amikor £ = n — 1. Ebben az esetben a vizsgélt Gsszeg
nG"/H. Igy tehat a
G S An—lH

egyenlGtlenséghez jutunk, amely n — 2 esetén egyenlGség formajaban teljesiil, n = 4 esetén pedig a megoldasainkban
bizonyitott egyenlGtlenséggel azonos.

Gondolatmenetiink még a k = n esetben is alkalmazhatd, amikor csak egyetlen szorzatrol van szo, s igy az n szam
kozepeire érvényes G < A egyenlGtlenség bizonyitasahoz jutunk.



