I. megoldas. A baloldali szorzat
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alakban irhato, hiszen sin acosa = — sin2a. Minthogy egy szog szinusza és koszinusza 1-nél nagyobb nem lehet, a
felirt 6sszeg masodik és harmadik tagja legalabb 1, utolso tagja pedig legalabb 2. A teljes Osszeg értéke tehat legalabb
5. Az 6sszeg azonban nem lehet 5, mert a két kozépss tag nem lehet egyszerre 1, hiszen sina = 1 és cosa = 1 egyszerre
nem teljesiilhet. Az Osszeg értéke eszerint 5-nél nagyobb.

II. megoldas. Egy « sz0gl 1 magassagu derékszogd haromszoget tekintiink (2. abra) A szogfiiggvények értelme-
zésébol kovetkezik, hogy e haromszog befogoi és atfogdja
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Feladatunk a+b+c > 4 bizonyitasat kivanja. Ez nyomban kovetkezik abbol, hogy a+b > c és ¢ > 2, hiszen a derékszogi
haromszog magassiga az atfogonak legfeljebb a fele, amint ez a Thales-kor szemléletébdl is nyomban adodik.
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II1. megoldas. A feladat allitadsan talmenden bebizonyitjuk, hogy ha o hegyesszog, akkor
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s hogy egyenlGség csak az o = 45° esetben kovetkezik be. Ennek igazoldsahoz az 1. megoldasra hivatkozva elég
belatnunk, hogy
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s hogy itt is csak o = 45° esetén kovetkezik be az egyenlség. Ezt haromféleképpen bizonyitjuk be.
a) Az el6z6 megoldas jeloléseit hasznalva a 4+ b > 21/2 a bizonyitandé allitas. Ez abbél adodik, hogy

(a+b)? = (a® +b%) + 2ab = & + 2cm > 8.

Felhasznaltuk itt Pythagoras tételét, a teriilet kétféle kifejezése alapjan adodd ab = ecm Osszefiiggést és az m = 1 esetben
érvényes c > 2 egyenlGtlenséget. EgyenlGség eszerint csak ¢ = 2m esetén, azaz egyenlGszara derékszogid haromszogre
kovetkezik be.

b) Forgassuk el a 2. abrdban a magassagtol balra elhelyezked haromszoget felsé csticsa koriil pozitiv irdnyban
90°-kal. Igy a 3. abra vastagon megrajzolt részéhez jutunk. A bizonyitandé allitas szerint az AB szakasz hosszabb,
mint a 45°-kal hajlo A;B; szakasz, hiszen ennek hossza 2v/2. Azt kell tehat igazolnunk, hogy a derékszogi AOB<
szarait Osszekots s a C' ponton athalado szakaszok koziil a szimmetrikusan elhelyezkedd Ay By szakasz a legrovidebb.
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Minthogy az OA és OB szar kozott nincs szerepkiilonbség, feltehetjiik, hogy a oo < 45°. A B pont C-re vonatkozo
tiikorképét Di-gyel jeloljiik. A C-re vonatkozd szimmetria miatt a BBy, A; Dy szakaszok parhuzamosak és egyenlGk.
A veliik parhuzamos és egyenl6 AD szakasz a BADB; parallelogrammahoz és az Ay ADD; téglalaphoz vezet. Az
utobbibol kiolvashato, hogy AA1 D<= A1 AD1< = a, és igy B1 A1 D<t = 135° — a > 90°. Eszerint a By A; D/\-ben
DB alegnagyobb oldal, tehat A1 B; < DB; = AB.

¢) Felhasznaljuk, hogy a pozitiv x, y szamok a(z,y) szdmtani, g(z,y) mér-tani és ¢(x,y) négyzetes kdzepére

9(z,y) < a(z,y) < q(z,y),

s hogy egyenl@ség mindkét esetben csak x = y esetén teljesiil. Eszerint

1 1 1 1 1 1
: + =2a | — , >2g| — , =
S ¢ COS «x S ¢ COS ¥ Sl ¢ COS «x

2 2
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g(sina, cosa) ~ ¢(sin a, cos a)

Egyenlség csak sina = cos a, tehat o = 45° esetén 4ll fenn.

Megjegyzés. A feladatban « hegyesszoget jelentett. Erre a megszoritasra azért volt sziikség, mert ha 90° < a <
180° vagy 270° < « < 360°, akkor a feladat egyenl6tlenségének a baloldalan csak az egyik tényezs pozitiv, s a szorzat
negativ. Ha viszont 180° < a < 270°, akkor mindkét tényezs negativ, de szorzatuk 1-nél kisebb. Ennek bizonyitésat
az olvasora hagyjuk.



