I. megoldas. Ha a CFGA-hoz irt, az F'G oldalt kiviilrdl érinté kor ezt az oldalt H-ban, a CF, CG oldalak
meghosszabbitasat pedig a J, K pontokban érinti (2. abra), akkor ez utobbiakra

(1) CJ=CK és FJ+GK = FG,
hiszen az egy pontbol ugyanahhoz a kérhoz vont érintészakaszok egyenldk, s ezért F.J = FH és GK = GH.
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2. dbra

Azt allitjuk, hogy (1) a CF, CG oldalak meghosszabbitéasain elhelyezkedd pontparok koziil csak a szoban forgo
érintési pontokra teljesiil. Ha ugyanis a J, K pontokat elmozgatva noveljiik vagy csokkentjik a C'J = CK téavolsagot,
akkor F'J + GK is novekszik vagy csokken, tehat mar nem lehet FG-vel egyenld.

Ezek szerint elég azt bizonyitanunk, hogy a négyzet BC, CD oldalainak J, K felez6pontjaira (1) teljesiil, mert
ebbdl kovetkezik, hogy a J, K pontokban érints, tehat a négyzetbe irt kor érinti az FG oldalt is. Felhasznaltuk itt
azt, hogy J és K a CF, CG szakaszok meghosszabbitasan van. Ez abbol kovetkezik, hogy AC || EJ és AK || EC, s
ezért a DGC sorrendbdl a C'FJ sorrend, a BFC sorrendbdl pedig a CGK sorrend kovetkezik.

Legyen a négyzet oldala 2, azaz valasszuk hosszegységiil az oldalhossz felét. Ha tehat DG = x, akkor

CG=2-—u, GK =x—1.
Az ADG, FBE héaromszogek hasonlok, mert oldalaik parhuzamosak. Ezért 2 : « = FB : 1, tehat FB = 2/x, és igy

cr—2-2  Fr=2_1
x x

Minthogy (F'J + GK )2 = FG? bizonyitasara van sziikségiink, Pythagoras tétele szerint mar csak

(G-t -2 e

helyességét kell belatnunk. Ez valéban helyes, hiszen a bal oldal

(z—2+x)2: (2—2>2+2x (E_2> + 22
x x x
alakban irhato, s itt az utolsé két tag egyiittes értéke 4 — 4a 4 22 = (2 — x)z.
II. megoldas. Ha a derékszogti CFGA-hoz irt, az FG atfogot kiviilrsl érinté kor kdzéppontja O (3. abra), akkor
(2) FOG< = 45°,

hiszen OF és OG felezi az egymast derékszoggé kiegészité JOH, HOK szogeket, ahol H, J, K az el6z6 megoldasban
bevezetett pontok.
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Azt allitjuk, hogy (2) az FCG derékszog szogfelezjén elhelyezkedd pontok koziil csak a szoban forgo kozéppontra,
teljesiil. Ha ugyanis O a szogfelezén elmozdulva kozeledik a szogfelezét metszé F'G szakaszhoz, vagy tavolodik téle,
akkor az FOG lat6szog novekszik, illetSleg csokken.

Ezek szerint elég azt bizonyitanunk, hogy (2) a négyzet O kozéppontjara teljesiil, tehat azt, hogy

(3) FOG< = GDO<.

E szogek koziil az els6t a GOD, FOB szdgek, a masodikat a GOD, OGD szdgek 180°-ra egészitik ki. Ezért (3)
igazolasahoz csak

(4) FOB< = OGD<

bizonyitasara van sziikség.

Ennek bizonyitasahoz abbol indulunk ki, hogy az ADG, F'BE haromszogek hasonlosaga miatt DG : 2a = a : BF,
ahol 2a a négyzet oldalhossza. Eszerint DG - BF = 2a?, vagyis DG : DO = BO : BF, hiszen DO = BO = av/2. Ebbél
az aranyparbol kovetkezik azonban, hogy GDOA ~ OBF A, hiszen ezekben a haromszogekben GDO< = OBF< =
45°. A hasonlosag miatt a két haromszog megfelels szogei egyenldk, tehat (4) valoban teljesiil.

III. megoldas. Mérjiik fel négyzetiink négy oldalara a CG = DL = AM = BN szakaszokat (4. abra). A forgas-
szimmetria miatt GLM N is négyzet. Messék az AG, LG egyenesek a BC egyenest a P, () pontokban. Minthogy az
ALDG pontnégyes a szerkesztés révén hasonlé a PQCG pontnégyeshez, és az el6bbiben AL = DG, azért a masik
pontnégyes megfelels pontjaira PQ = CG. Igy tehat PQ = BN.
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4. dbra

Minthogy EF az APBA kozépvonala, F felezi a PB szakaszt, tehat az ezen beliil szimmetrikusan elhelyezkedd
QN szakaszt is. Eszerint F' a derékszogid QNGA atfogdjanak felez6pontja, egyenls tavolsdgra van tehat e haromszog
csucsaitol, azaz F'G = FN. Ebbdl kovetkezik, hogy OFGA ~ OFNA, hiszen a forgasszimmetria miatt OG = ON,
tehat a két haromszog oldalai paronként egyenlék. A bizonyitott egybevagosaghol kovetkezik, hogy az O pont az FG,
F'N egyenesektdl egyenls tavolsdgra van, hogy tehat a négyzetbe irt kor az F'G szakaszt is érinti.

IV. megoldas. Ha az F pontot ismerjiik, akkor az AG || EF el6iras egyértelmtien meghatarozza a G pontot.
Ha F-bél a négyzetbe irt kérhoz masodik érint6t vonunk, akkor ez a C'D oldalbél F &ltal ugyancsak egyértelmiien
meghatéarozott pontot metsz ki. Feladatunk azt allitja, hogy ez a két hozzarendelés azonos. Ezt most Ggy bizonyitjuk,
hogy a négyzetbe irt kort érinté F'G szakaszbol indulunk ki, és megmutatjuk, hogy AG || EF.

Tekintsiik a négyzetbe irt kor mellett a CFGA-hdz irt, a CF oldalt kiviilrél érints kort (5. dbra). Erintse ez a CD
egyenest az R pontban. F' a két kor belsé hasonlésagi pontja, hiszen kozos belsS érintSik metszéspontja. Ebb6l kovet-
kezik, hogy a két kort ellentétes oldalrol érinté és parhuzamos AB, DC egyenesek F, R érintési pontjai a hasonlosag
altal egymashoz rendelt pontok, hogy tehat az F, F', R pontok egy egyenesen vannak.
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5. dbra

Azt kell bizonyitanunk, hogy AG parhuzamos E F-fel, azaz FE R-rel tehat azt, hogy AFERG parallelogramma. Ehhez
GR = AFE bizonyitasara van sziikség. Ez viszont kovetkezik abbol, hogy egyrészt AE = KC, ahol K a C'D oldal
felez6pontja, masrészt pedig GR = KC' is teljesiil, hiszen ismeretes, hogy egy haromszdg valamely oldalanak két
meghosszabbitasat a haromszoghoz irt korok az oldalhoz viszonyitva szimmetrikusan elhelyezked6 pontokban érintik.

Megjegyzések. 1. Harmadik feladatunk allitasa akkor is helyes, ha benne nem a BC, CD oldalakon, hanem a
BC, CD oldalegyeneseken elhelyezked$ pontokrol szolunk, és nem az F'G szakaszrol, hanem az F'G egyenesrdl allitjuk,
hogy érinti a négyzetbe irt kort. Harmadik megoldasunk kozvetleniil alkalmas ennek bizonyitasara is, a tobbinél pedig
csekély modositasra van ehhez sziikség. Az olvasora hagyjuk, hogy ezeket a mddositasokat megkeresse.

2. Akkor is helyes marad feladatunk &llitédsa, ha nem négyzetrsl, hanem rombuszrol szélunk, és F nem az AB oldal
felez6pontjat, hanem a rombuszba irt kor és az AB oldal érintési pontjat jelenti. Negyedik megoldasunk kozvetleniil
alkalmazhat6 ennek a bizonyitaséra is.

A rombuszra kimondott allitas szintén helyes marad, ha a BC, CD, FG szakaszok szerepét e szakaszok egyenesei
veszik at. A negyedik megoldas az el6bb mar emlitett modositas utan ezt is bizonyitja.

3. Pusztan megemlitjiik, hogy harmadik feladatunk allitasat nagyon gyorsan bizonyithatja, aki ismeri a kupszeletek
érintGirdl szolé Brianchon-tételt, s hogy ez a rovid bizonyités az el6bb emlitett altalanositasok mindegyikét kdzvetleniil
bizonyitja. A részletekbe itt nem bocsatkozhatunk, mert ehhez a kozépiskolai anyagot messze meghalado6 ismeretekre
volna sziikség.



