I. megoldas: Huzzunk parhuzamosakat az A1, By, C; pontokon &t rendre az AB, BC, C'A oldalakkal (7. abra). E
parhuzamosak a CA, AB, BC oldalakat rendre Bs, Cs, As pontokban metszik. Az igy kapott ACy By, C1BAs, BoA1C
haromszogek oldalaik parhuzamossidga miatt hasonlok az ABCA-hoz.

E haromszogek egymaéssal egybevagok, ugyanis
A1C=(1-))-BC, BA=(1-)\)-CA, CiB=(1-))-AB

miatt egy-egy oldaluk az eredeti haromszog megfelels oldalanak ugyanannyiszorosa. Az egybevagosaghol kovetkezik,
hogy
AlBQ = OQA, Blcg = AQB, OlAQ = BQC
Ebbdl pedig az adodik, hogy az A; Be B1C2Cy As hatszog keriilete az ACy, BA;, CB; tavolsagok Osszegével, vagyis az
eredeti haromszog oldalai A-szorosainak Gsszegével, tehat az ABCA keriiletének A-szoroséval egyenld.
A feladat allitasa most mar abbodl kovetkezik, hogy az A; B1C1A keriilete a szerepeltetett hatszog keriileténél
kisebb. Hiszen e haromszog egy-egy oldala kisebb a hatszog két-két oldalanak Osszegénél.

Megjegyzés: Megoldasunk kihasznalta, hogy a szerepls hatszog csticsai mind kiilénb6z6 pontok. Ez nem kovetkezik
1
be, ha A = 3 amikor is A1 = Ay, By = By, C; = (5, s akkor sem, ha A = 1, amikor viszont Ay = By, By = (s,
C1 = As. A feladat allitdsa sem helyes ebben a két esetben, hiszen az A; BiC1A keriilete mindkét esetben éppen
egyenlS az ABCA keriiletének A-szorosaval.

Kihasznalta okoskodasunk azt a tényt is, hogy a Ca, As, By pontok rendre az AC7, BA;, C B; tavolsagok belsejében
vannak. Hiszen kiilénben nem volna pl. a hatszog A1 By és CyCh oldalanak Osszege az AC, tavolsaggal egyenls. A

mondott tény bekdvetkezése annak kovetkezménye, hogy A > > azaz 1 — A < A. Ugyanis pl.
ACy =(1-))-AB < A AB = AC;.

1
Nem is igaz a feladat allitasa, ha 0 < A < 3 Ezt a kovetkezGképpen bizonyitjuk: Az Ay, By, C7 pontokon at
parhuzamosakat huzunk rendre a CA, AB, BC oldalakkal (8. abra).

8. dbra

E parhuzamosak az AB, BC, C'A oldalakat rendre Cs, Ao, By pontokban metszik, s egyiittesen az AszBsCs3A-et
hataroljak. Az ACy By, Co BA;, By Ao C haromszogek oldalaik parhuzamossaga miatt hasonlok az eredeti héromszéghbz,
s egymassal egybevagok is, mert mindegyikiiknek egy-egy oldala az ABCA megfelels oldalanak \-szorosa. Igy tehat

B1Ay = \-AB, C1By = \- BC, A1Cy = )X-CA.

Tudjuk most azt is, hogy az As, Bs, Cy pontok rendre a BA;, CBy, AC; tavolsagokon kiviil vannak, hogy tehat
az AsBsC3A csucsal az eredeti haromszogon kiviil helyezkednek el. Az el6bbi mintara belatjuk, hogy az AszAsA;,



By B3Bs, C32C1C5 haromszogek hasonlok az eredeti haromszoghdz, s egymassal egybevagok, mert A1 As, B1Bsy, C1Cy
oldalaik az ABCA megfelel§ oldalainak (1 — 2))-szorosai. Igy tehat

As A3 = B3 By, ByB3 = C301, C2C3 = AzA;.
Az A1B1 A3, B1C1 B3, C1A1Cs haromszogek egy-egy oldalara felirva, hogy a masik két oldal kiilénbségénél nagyobb:
A1By > B1As + A2A3 — A3A1,

B,Cy > C1By + BoBs — B3 By,
C1Ay > A1Cy + CC3 — C3C.

Ezeknek az egyenl6tlenségeknek Osszege a fenti egyenléségek figyelembe vételével:
AlBl + BlC'l + OlAl > B1A2 + OlBQ + A102.

Ez pedig fentebbi megallapitdsunk értelmében éppen azt mondja ki, hogy az A; B;Cy A keriilete az ABCA keriiletének
A-szorosanal nagyobb.

Akkor sem teljesiil a feladat allitasa, ha A > 1, mikor is az A1, By, Cq pontok az ABCA oldalainak meghosszabbi-
tasara keriilnek. Ezt a kovetkezGképpen latjuk be: Az Ay, By C; pontokon at parhuzamosakat hizunk rendre az AB,
BC, CA oldalakkal (9. &bra).

9. dbra

E parhuzamosak a CA, AB, BC oldalakat rendre By, Cy, Ay pontokban metszik, s egyiittesen az A3BsCs3A-et
hataroljak. Az ACyB;, C1 BAs, Bo A1 C haromszogek oldalaik parhuzamossaga miatt hasonlok az eredeti haromszoghoz,
s egymassal egybevagok, mert egy-egy oldaluk az ABC'A megfelel6 oldalanak (A—1)-szerese. Ebbol az egybevagosagbol
kovetkezik, hogy A3 B = C Ay, BoC = ABy, CoA = BCh, hogy tehat a C Ay, ABy, BCy tavolsagok is A-szorosai az
ABCA oldalainak. Minthogy ABsAsC:, BCyB3sA; és CA;C3B; paralelogramma, megallapitasainkbol kovetkezik,
hogy az A3BsCsA oldalait az ezeken elhelyezkedS két-két pont olyan harom—héarom téavolsdgra darabolja, amelyek
az ABCA egy-egy oldalanak sorjaban A-szorosai, (A — 1)-szeresei és A\-szorosai. Igy tehat az A; B1C1A csticsai ugy
helyezkednek el az A3 B3C3A oldalain, hogy

BgAl : B3A3 = CgBl : Cng = AgCl : AgCg,

hiszen ezeknek az aranyoknak mindegyike a X : (3A — 1) arannyal egyenls. Minthogy ennek az aranynak értéke A > 1

1
folytan i—nél kisebb, azért el6z6leg bizonyitott allitasunk e haromszogekre teljesiil. Tudjuk tehét, hogy az A; B1C1 A

keriilete nagyobb a BsAy, C3B;1, A3Ch tavolsagok Osszegénél, azaz az ABCA keriiletének A-szorosanél.
Megjegyezhetjiik még, hogy A < 0 esetben a feladat allitasa eleve nem teljesiilhet, hiszen egy haromszog keriilete
csak pozitiv lehet.
Osszefoglalva az e megjegyzésben mondottakat megallapitjuk, hogy a feladat 1/2 < X < 1 megkdtése lényeges. Ha
e megkotés nem teljesiil, a feladat allitasa soha sem helyes.

II. megoldas: Ha a v és 72 sz0g 0-nal nagyobb és 180°-nél kisebb, akkor
sin (71 + 72) < sinvy; + sin~ys,

hiszen a baloldalt noveljiik, ha azt sin ~y; cos y2+cosy; sin 2 alakban irva a pozitiv sinus-tényez6k cosinus-egyiitthatoinak
helyébe azoknal nagyobb 1-et frunk.



Ha tovabba egy ugyancsak 0-nal nagyobb és 180°-nél kisebb ¢ szoget szerepeltetiink, akkor az el6z6 egyenlStlenséget
a pozitiv sin §-val szorozva

sin (0 + 1) sinya + sin (§ — 2) siny; < sind (sinvy; + sin~ys)
adodik. Ugyanis (a szerepls szogosszegek és szogkiilonbségek fliggvényeit a tagok fiiggvényeivel fejezve ki)
sindsin (71 4+ y2) = sin (§ + 1) sinyz + sin (6 — 72) siny;

azonosan teljesiil. Igy tehat utolsé egyenl6tlenségiinket a pozitiv sin-y; sin~y, szorzattal osztva,

sin (0 + in (6 — iné ind
(. ") 4 5in ( Y2) o Sind  sind
sin 7y, sin g siny;  sinys
Tekintsiink egy a, b, ¢ oldald haromszoget, melyet egy d hosszisaga tavolsag egy a, d, c1 és egy b, d, c2 oldala
haromszogre vag (10. abra).

Ezekre fennall a

egyenlGtlenség. Ugyanis a sinus-tétel szerint ez az el6bbi egyenlGtlenséggel azonos, ha dbrank szogjeloléseit hasznaljuk,
hiszen e szogekre
a=68—", B=m—(0+m)

1 1
Ha utolsé egyenl&tlenségiinket (— + —)—vel osztjuk és a u = a jelolést hasznaljuk, akkor a
c1 C2 c1+c2
d<pb+(1—pa

egyenlGtlenséghez jutunk.
Tekintsiink egy As BoCoA-et (11. dbra), melynek oldalain az As, Bz, Cs pontok ugy helyezkednek el, hogy

AgOQ : BQOQ = B3A2 . OQAQ = CgBQ . A2B2.

11. dbra

Allitjuk, hogy az AsAs, BoBs, CoCs tavolsagok dsszege az A3 B3Cs keriileténél kisebb. Ha ugyanis a fenti aranyok
kozos értékét p-vel jeloljiik, akkor el6z6 megallapitasunk értelmében

AsAg < pAsBs + (1 — p)CrAs,

ByB3 < ,LLBQCQ + (1 — /,L)AQBQ,
CyC5 < ,LLOQAQ + (1 — IU/)BQOQ.

Ezeknek az egyenlGtlenségeknek Gsszege éppen allitasunkat adja.

Tekintsiik végiil magat a feladatban leirt alakzatot. Legyen az Ay BoCoy A hasonlo az ABCA-hoz, s oldalai legyenek
az ABCA oldalainak A-szorosai, tehat az Ag Bo, BoCy, CyAg oldalak rendre az ACy, BA;, C B tavolsagokkal egyenl6k.
Ezekre az oldalakra felmérjik a CoAs = CA;, A3Bs = AB;, BoCy = BCj tavolsagokat, amit 1 — A < A miatt



megtehetiink. Ezzel biztositottuk, hogy az AsCyAs, BoAgyBs, CyBaCs haromszogek rendre egybevagok a B1CAq,

C1AB;, A1 BCy haromszogekkel, s igy az AsAs, BaBs, CoC3 tavolsdgok Osszege az Ay B1C1A keriiletével egyenld.

Minthogy az As, Bs, C5 pontok felvételénél az As BoCoA oldalaira ezeknek az oldalaknak ugyanannyiszorosat, t. i.
1-X

w= -szorosat mértiik fel, teljesiilnek el6zdleg bizonyitott allitdsunknak feltételei. E szerint tehat az As As, By Bs,
CyC'3 tavolsagok Osszege az A3 BoCoA keriileténél, vagyis az A3 B1C1A keriilete az ABCA keriiletének A-szorosanal

kisebb.

1
Megjegyzés: Nem nehéz e masodik megoldéast tgy alakitani, hogy az 3 < A < 1 kirovas sziikségessége is kiol-

vashaté legyen. Elegendd ugyanis a megoldasban szerepld elsé egyenlétlenséghez hozzaftizni, hogy amennyiben a v
és vo szogek —180° és 180° kozé esnek, s Osszegiik pozitiv, gy ez az els§ egyenlGtlenség csak akkor teljesiil, ha a
1 és o szogek mindegyike pozitiv. Ebb6l a megallapitasbol kiindulva megoldasunk gondolatmenetének valtozatlan
megtartasa (s elGjeles tavolsagok és szogek hasznalata) mellett a mondott eredményhez juthatunk, ezt azonban itt
nem részletezziik.



