Tegyiik fel, hogy lim f(z) # 0. Ez azt jelenti, hogy létezik olyan € > 0 valds szam és 1, x2, ... végtelenhez
Tr—r0o0

tartd sorozat, amelyre |f(z,)| > e. Az f fliggvény folytonossaga miatt minden n-re létezik olyan §, > 0, hogy az
I, =[xy — On; Ty, + 0,] intervallumban |f(x)| > e.

A tovéabbiakban tetsz6leges p pozitiv valos szamra és I = [u, v] intervallumra jel6lje pI a [pa; pb] intervallumot.

Definidlunk egy nem iires, nem csak egy pontbdl allo, zart intervallumokbol allé J; D Jo D J3 D ... és egy pozitiv
egészekbdl allo kq, ko, ... sorozatot, amelyekre k; — oo és minden i-re k;J; részhalmaza valamelyik I,,-nek.

Legyen J; = I és k1 = 1; ezekre az allitas teljesiil. Tegyiik fel, hogy Jp,-et mar definialtuk; legyen J,,, = [, d].
Most definidljuk J,,41-et és k. 1-6t.
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Tekintsiik a Jp,, 2Jm, 3Jm, ... intervallumokat. Ha k > T akkor k¢ < (k — 1)d, vagyis a (k — 1)J,,, és

d
kJ., intervallumok egymasba érnek. Ezért ezek az intervallumok lefedik a teljes [dc—, oo) félegyenest ugy, hogy a
—c

félegyenes minden belsé pontja valamelyik kJ,,-nek is bels§ pontja.
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Legyen n olyan pozitiv egész, amelyre x,, > max | md, ]

. llyen létezik, mert x,, — oo. Legyen k,,41 olyan

pozitiv egész, amelyre z,, belsé pontja ky,41Jm,-nek. Ilyen létezik, mert z,, bels§ pontja a félegyenesnek. Az x,, > md

feltétel miatt a J,, 2J,, ..., mJy, intervallumok nem tartalmazhatjak x,-et, tehat k,,11 > m + 1. Végil legyen
1

Im+1 = Jm N ———1I,. Ez az intervallum nem {ires, és nem &llhat csak egy pontboél, mert n

km =+ 1 m—+1

bels6 pontja J,,-nek

1

és ——I,-nek is. A J,;, D Jy41 tartalmazas is teljesiil, tovabba kp,41Jmy1 C I, Ezzel a Ji, Jo, ... és a ky, ko, ...
m+1

sorozatok definicigja kész. A definiciébol 1lathato, hogy k,, > n, ezért k,, — oco.

A Cantor-axioma szerint a Jp, Ja, ... intervallumoknak van koézos eleme. Legyen a egy kozos elem. Mivel tetszéleges
m pozitiv egészre a € Jp,, kma € kpnJpm, azért k,a eleme valamelyik I,,-nek, kovetkezésképpen |f(kna)| > . Mivel
km — 00, ez ellentmond az f(na) — 0 feltételnek.



