I. megoldas. Az z® — 2 — 1 polinomnak harom kiilonb6zé komplex gydke van, o, 3 és v (ezek koziil pontosan
egy valos); ez példaul a szokasos fliggvényvizsgéalattal konnyen igazolhato. Ismeretes, hogy ekkor alkalmas A, B, C
(komplex) konstansokkal a, = Aa™ + B" + Cy" (n = 0, 1, 2, ...). Az A, B, C értékét a sorozat els§ héarom
tagja egyértelmien meghatarozza. Esetiinkben A = B = C' = 1, hiszen a gyokok és egyiitthatok Osszefiiggéseibol
a+B+y=0=ay,a?+324+~* = (a+B+7)? =2(aB+By+va) = 0> =2(—1) = 2 = ay, és persze a° +3°+~° = 3 = qy.
Tehat

(1) an =a™ + "+ 4" (n=0,1,2,...).

Felhasznalva, hogy «a, 3, v kielégiti az z> = z + 1 egyenletet (1)-bél kapjuk, hogy

n

azn = (a+ )"+ B+ D"+ (y+1)" =) (Z) (F+ 8% +9%) =>" (2‘)%(1)5% =@ )"+ -+ -1 =) (-

k=0 k=0 t=0

-1...(p— 1
Tetsz6leges p primre és 1 < r < p — 1 egészre (p) = pp=1)...p=r+1) oszthato p-vel; ezért (2) szerint
r

7!
ap = ap + (—1)Pasp = ap + (—1)P(ao + ap) (mod p).

Igy p > 2-re a, = —a, (mod p), azaz p | 2a,. adodik, amibsl kovetkezik a feladat allitasa.

II. megoldas. Legyen n pozitiv egész; irjunk bele egy korbe egy szabalyos (konvex) A1 A, ... A, n-szoget (itt és a
tovabbiakban is megengedve az elfajulo ,1- és 2-sz6g” esetét is). Jelolje b,, azoknak a konvex sokszogeknek a szamét,
amelyek cstcsai Ay, Ag, ..., A, kozil valok, és barmely két szomszédos csticsuk az eredeti A1 A, ... A, sokszogben
masod- vagy harmadszomszédos (egy vagy két eredeti csiucspont esik kozéjiik). Megmutatjuk, hogy b, = a, (n = 1,
2,...). Nyilvan b; = 0 = a1, b2 = 2 = a9, bg = 3 = ag; elegendd tehat igazolui a b, = b,—_2 + b,—3 rekurziot (n > 4).
Tekintsiink egy tetszéleges, a kivanalmaknak eleget tevs sokszoget; A,, A,—1 és A,_o valamelyike biztosan eléfordul
ennek csicsaként, ezért e sokszog két legnagyobb sorszami csticsa a kdvetkezd lehet:

2(].) An és An_z; (4) An és An_g;
(2) An,1 és An,3; (5) Anfl és An74;
(3) Anfz és An74; (4) An,Q és An,5.

Ha e két csticsot egymassal és a koztiik fekvs eredeti csucspontokkal egybeejtjiik (,,0sszehizzuk”), majd a cstcsok
szamozasat folyamatosan valtoztatjuk, akkor az (1), (2) és (3) esetben az n — 2, mig a (4), (5), ill. (6) esetben az
n — 3 oldald szabalyos sokszogbe irt megfelel6 sokszoghoz jutunk. Utobbi sokszogek valamennyien el6 is fordulnak —
mégpedig pontosan egyszer — ezen a médon, igy valéban b,, = b,,_s + b, _3, tehat b, = a,,.

[e]

Legyen ezutan n = p prim. Ha S egy megfelelGen beirt sokszog, akkor ennek a kor kdzéppontja koriili i-vel valo

elforgatottjai (i = 1, 2, ..., p) is megfelelek. Ezek paronként kiilonbozgk, hiszen ha lenne kozottik két megegyezs,

(o)

akkor S-et valamilyen —— -¢ fokos forgatas 6nmagaba vinné (1 < ¢ < p—1). Ekkor azonban a tj fokos forgatasok
p

3
is 6nmagaba viszik S-et (j = 1, 2, ..., p — 1), és e forgatasok kozott ott van a — fokos is; ez a forgatas viszont
p

lathatéan nem viheti S-et 6nmagéba.
Tehat a feltételeknek megfelelGen beirt a, darab sokszog p-s csoportokba oszthato, azaz p | ap.
Frenkel Péter (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., III. o.t.)



