Legyen f(z) = ana"™ + an_12" " + -+ + ag egy n-edfoki polinom. Ekkor p(f(x)) = f(2?) = an2®" + ap_12°" "2 +
.-+ + ag foka 2n. Ha a p(t) polinom foka z, ugy p(f(z)) foka z - n, amibdl z - n = 2n. n > 1 esetén n-nel osztva z
értékére 2 adodik. Igy a p(t) polinomot at? + bt + ¢ alakban kell keresni, ahol a # 0.

Tegyiik fel, hogy az f(x) polinomban a,_—1 =an—2="---=ar41 =0,de ap Z0és k > 1:

f(@) = ana™ + apz® + - + ag

2" egyiitthatoja az f2(x) polinomban 2a,ay, az f(z) polinomban 0, mert f(z) n-edfokt. Azaz a p(f(z)) = af?(z)+
bf(z) + ¢ polinomban ez az egyiitthaté 2aanay lesz. De f2(z) = anx®® + apx®* + ..., és itt 2" T* egyiitthatoja 0, mert
2n > n+ k > 2k. Ekkor 0 = 2aa,ar, ami ellentmond annak, hogy az a, a,, ar szdmok koézott nincs nulla.

Vagyis n > 0 esetén f(x) csak a,z™ + ag alaku lehet. Ha n = 0, agy f(z) = ag, és ez a polinom mindig megfelel a
feladatnak, ha a p(t) polinomot ag-nak valasztjuk.

Meg kell még vizsgalni azt az esetet, amikor f(z) = a,z™ 4 ag, ahol a,, # 0. Ekkor

p(f(x)) = alanz™ + ag)? + blanx™ + ap) + ¢ == aa?x*™ + (2aa¢an + ba,)x" + aal + bag + ¢, f(2?) = a,z*™ + ao.

gy f(2*) = p(f(x)) pontosan akkor, ha aa? = a,, 2aapa, + ba, = 0, aad + bag + ¢ = ag. Az elsé egyenletet a?-tel

osztva adodik, hogy a = —. Behelyettesitve ezt a masodik egyenletbe: 2ag + ba,, = 0, ahonnan b = —ﬂ. Nézziik
Qp, (79)
végiil a harmadik egyenletet:

1 2 2 2
—a%—ﬂ—f—c:ao, ebbdl c=@+ao.
Igy a
1 5 2a a?
p(t) = —t* — 2t + 2 4 q
Qn Qn Qn
polinomra p(f(x)) = f(x?).
Tehat a feladat megoldasa:
f(z) = anz™ + ao, ahol n >0.
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