I. megoldas. Legyen AB, illetve CD felezépontja F, illetve F'. Ismeretes, hogy ha az a, b, ¢ oldald haromszogben
a c-hez tartozo stlyvonal s., akkor 2a® +2b* = ¢* + 4 s? (l4sd pl. Geometriai feladatok gytjteménye II. 291. feladat).
Alkalmazzuk ezt az elfajuld haromszogre is érvényes Osszefliggést az ABC, ABD és ECD haromszogekre:

2AC? +2BC? = AB? + ACE* 2AD? + 2BD? = AB? + ADE? 2CE? + 2DE? = CD? + AEF>.
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Az els6 két egyenlGség §—szeresét és a harmadik egyenléséget Osszeadva, majd mindkét oldalbol 2CE? + 2DE-et
kivonva:
AC? + BD* + AD? + BC* = AB*> + CD? + 4EF?,

amibsl 4EF? > 0 miatt kovetkezik a feladat allitasa. Egyenl6ség EF = 0 esetén lesz, azaz, ha AB és CD felezik

egymast. Ekkor ACBD — a pontoknak ebben a sorrendjében — egy (esetleg elfajul6) paralelogramma cstcsai.
Frenkel Péter (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., III. o.t.)

II. megoldas. Legyenek a tér egy tetsz6leges pontjabdl az A, B, C, D pontokhoz vezets vektorok a, b, ¢, d. Mivel
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pl. AC? = (@) = (c —a)?, a kovetkezd irhato:

AC? + BD?> + AD? + BC? — AB* — CD* =
(c—a))!+(d-b)?+(d-a)’+(c-b)?*-(b-a) >~ (d-c)®)=(a+b-c—-d)*>0,
ami a feladat allitasat jelenti. Egyenl&ség pontosan akkor lesz, ha a+b —c —d = 0, vagyis a — ¢ = d — b, tehat

ABCD egy (esetleg elfajuld) paralelogramma.
Prause Istvin (Budapest, Piarista Gimn., III. o.t.)



