I. megoldas. a) Nyilvan elegendd belatnunk, hogy minden n pozitiv egésznek van olyan tobbszorose, amely csak
a 0 és 1 szamjegyeket tartalmazza. Tekintsiik ehhez az

1,11,111,...,11...1
—
n+1 db

»csupaegy” szdmokat. Ezek koziil valamelyik kett§ ugyanazt a maradékot adja n-nel osztva a skatulya-elv alapjan,
kiilonbségiik tehat n-nek tobbszorose, amely természetesen csak a 0 és 1 szdmjegyeket tartalmazza.

b) Teljes indukcidval igazoljuk, hogy minden n pozitiv egészhez talalhato n-tarka szam, vagyis a feladatnak erre a
részére igenl§ a valasz. 1-tarka szam nyilvanvaléan létezik, ilyen pl. az 1234567890. Tegyiik fel, hogy n-tarka szamot
maér talaltunk, jeloljiik A-val: ennek segitségével konstrualni fogunk egy (n+1)-tarka szamot, ami igazolja allitasunkat.
A keérdéses (n + 1)-tarka szamot keressiik a C' = 10'A + B alakban, ahol [ és B pozitiv egészek. Ha 1 < m < n + 1,
akkor

mC = 10'(mA) + mB

tartalmazza mindazokat a szamjegyeket, amiket mA és mB, feltéve, hogy mB < 10'. Legyen ezért [ a B-t6l fiiggGen
olyan, hogy teljesitse az
(n+1)B < 10!

egyenlStlenséget, ekkor C' mindenesetre n-tarka az indukcios feltevés és az el6bbi észrevétel alapjan, s6t (n + 1)-tarka
is, ha biztositani tudjuk, hogy (n 4 1)B mind a 10 szamjegyet tartalmazza, méas szoval 1-tarka legyen. Most mar tehat
csak egy megfelels B-t kell talalnunk. Ha pl. k olyan egész, hogy n < 10¥, akkor az

1234567890 - 10F 4+ (0 < j <n)

alaku egész szamok 1-tarkak, és minden lehetséges maradékot kiadnak (n+ 1)-gyel osztva. Van tehat kozottik (n+1)-
nek egy B tObbszorose is, amely 1-tarka. Ezzel B-t, tehat C-t is elGallitottuk, ami biztositja az indukcids lépést és
allitasunk helytallo voltat.

Braun Gdbor (Budapest, Szent Istvan Gimn., III. o. t.)

II. megoldas. a) Tegyiik fel, hogy az n szam tarka. Legyen az n primtényezss felbontasaban a 2, ill. az 5 kitevGje
a, ill. B, azaz
n=2%"n;, ahol (n;,10)= 1.

Ekkor
Ng = 1Omax(a,6)n1

is tarka, hiszen tobbszorose n-nek. Az Euler—Fermat tétel szerint
ny | 109 — 1,

azaz

ng | 10max(@:8) (10“"1) - 1) .

Ez azonban azt jelenti, hogy ns-nek van olyan t6bbszorose, amely ¢(nq) db 9-esbél és max(«, 8) db 0-bol all, tehat no
mégsem tarka. Az ellentmondas igazolja az a) allitast.

b) Megmutatjuk, hogy minden n pozitiv egészhez taldlhato n-tarka szam, s6t bizonyos értelemben majdnem minden
pozitiv egész n-tarka. A bizonyitashoz bevezetjiik a pozitiv egészekbdl 4ll6 halmazok strtiségének fogalmat. Ha A egy
pozitiv egészekbdl allo halmaz, akkor jelolje A(z) az A halmaz x-nél nem nagyobb elemeinek a szaméat, tovabba
értelmezziik az A striiségét mint

lim Az)

R

ha ez a hatarérték létezik. Azt fogjuk bizonyitani, hogy az n-tarka szamok stirtisége 1, amib6l rogton kovetkezik az is,
hogy van n-tarka szdm. Mindenekel6tt az 1-tarka szdmokrol mutatjuk ki, hogy 1 stirtiségiek, mas széval 0 a stirtisége
azoknak a pozitiv egészeknek, amelyek nem tartalmazzak mind a 10 szamjegyet. Jelolje R ez utobbi szdmok halmazat.
Mivel egy x korlatot meg nem halado pozitiv egészek legfeljebb
1+ [lg ] jegytek, ezért egy adott szamjegyet nem tartalmazo pozitiv egészek szama z-ig legfeljebb

9+92 493 4. 4 oltles] — 9791“1%;] — 1 g2tise

Ebb6l rogton adodik, hogy

R 10 - 92Hse 9 '&?
(=) _ —10.92 (=)
T x 10

vagyis x — oo esetén
R(z)
x

— 0,



és ezt akartuk bizonyitani. Ezek utan az n-tarka szamokrél mutatjuk meg, hogy 1 siriiségtek, vagyis 0 a stirtsége
azoknak a pozitiv egészeknek, amelyeknek valamilyen 1 < m < n egésszel vett szorzata R-be esik. Ha R,, jeloli ezen
utébbi szamok halmazat, akkor tehét

amibdl

Itt a bal oldal mindig nemnegativ, a jobb oldalon pedig egy olyan véges 0sszeg all, amelynek minden tagja 0-hoz tart,
hiszen lattuk, hogy R stirisége 0. Végeredményben tehat a bal oldal is 0-hoz tart, ami éppen azt jelenti, hogy R,
strtsége 0. Ezzel a feladatot megoldottuk.

Frenkel Péter (Fazekas M. Fév. Gyak. Gimn., IIL o. t.)

Megjegyzés. A tarkasig és a feladatban felvetett probléma méas s alapu szamrendszerekben is megfogalmazhato:
mind a két modszer igazolja ebben az &altalanos esetben is n-tarka szamok létezését, tovabba hogy s > 3 mellett
tarka szadmok nincsenek. A kettes szdmrendszerben ellenben minden paros szim tarka, hiszen a tobbszordsei 1-gyel
kezd&dnek és — parosak lévén — O-ra végz&dnek.



