A feladat allitasat tetszéleges négyszogre bizonyitjuk, mégpedig tobbféle modon. A bizonyitasokhoz bevezetiink
néhany jelolést. Ha X,Y, Z egy egyenesen 1évé kiilonboz6 pontok, akkor jelolje (X,Y, Z) az XZ/ZY osztéviszonyt,
amit a megoldas sordn mindig irdnyitott szakaszok hanyadosaként értelmeziink, azaz pozitivnak ha Z az XY szakasz
bels6 pontja és negativnak egyébként. Az egy egyenesen 1évé X, Y, Z, V pontok kettdsviszonya legyen

(XY Z)
XYZV) =
ekkor konnyen lathato, hogy
1-VZ/VX
XYZV) =7 vy

vagyis (XY ZV) = —1 pontosan azt jelenti, hogy V' Z harmonikus koézepe V X-nek és VY-nak. Végezetiil nyomban

kovetkezik, hogy
1

YXZV)=(XYVZ) = 55—
(YXZV) = (XYV2) = (.
némi faradsaggal pedig
(XZYV)=1— (XY ZV).
I. megoldas. A PAD haromszogre vonatkozé Menelaosz-tétel megforditasa szerint a bizonyitandé allitas az
(1) (APE)(PDF)(DAQ) = -1

alakba irhat6. Masrészt, mivel a B, C, Q) pontok egy egyenesen vannak, megint csak a PAD haromszogre vonatkozd
Menelaosz-tétel szerint
(APB)(PDC)(DAQ) = —1.

Azt kell tehat igazolnunk, hogy
(APE)(PDF) = (APB)(PDC),

AZAZ
(APEB) = (PDCF).

A bevezets megjegyzések szerint a bal oldal

1 1 1 1

(APBE)  1-(ABPE) 11— pppy 2’

a jobb oldal pedig
I 1 B 1 1
(DPCF) ~ 1—(DCPF) 11— pampy 2

Megjegyzések. 1. Nevezziik az egy egyenesen 16v6 A;, Ao, ... pontokat és az ugyancsak egy egyenesen 1évé By, B,
... pontokat a P pontra nézve perspektivnek, ha az A1 B, A2Bs, ... egyenesek mind d&tmennek a P ponton. Erre a
relaciora bevezetjiik az

!

A1A2...iB1B2...

Q

jelolést. Az el6z6 megoldasban lényegében azt lattuk be, hogy ha AEBP i DFCP, akkor (AEBP) = (DFCP). Ennek

az allitdsnak a tobbszori alkalmazasaval azt is belathatjuk, hogy ha S jeloli az AC' és a BD 4tlé metszéspontjat, akkor
a QS egyenes megegyezik az EF egyenessel. Messe ui. a QS egyenes az AB-t az E’ pontban, DC-t az F’ pontban,
ekkor

[9))

s Q
ABE'P  CDF'P  BAE'P,

vagyis
1

(ABE'P)’
Mivel E’ kiilonbozik P-t6l, ezért (ABE'P) # 1, tehét csakis

(ABE'P) = (BAE'P) = (ABE'P)* = 1.

(ABE'P) = —1 = (ABEP)

lehetséges, amibsl E' = E kovetkezik. Ugyanigy F' = F, és ezt akartuk igazolni.

2. El6z6 eredményiinket ugy is fogalmazhatjuk, hogy ha egy négyszog (esetiinkben QDSC) 2-2 szemkoztes oldala
az A és B pontokban metszik egymast, akkor a négyszog atloi az AB egyenest olyan E és P pontokban metszik, amely-
re (ABEP) = —1. Az ilyen pontnégyeseket harmonikusnak hivjuk, ill. azt mondjuk, hogy az A, B és E, P pontparok



harmonikusak egymdsra vagy, hogy P az E (ill. E a P) harmonikus tdrsa az A és B pontokra nézve. A bevezetGbeli
megjegyzések alapjan ezek a relacidk — ahogyan elnevezésiik sejteti — tényleg szimmetrikusak a pontparokban és a pont-
péarok tagjaiban. Ez a négyszogekkel kapcsolatos észrevétel médot ad a harmonikus pontnégyeseknek a kettGsviszony
analitikus fogalmétol fliggetlen, Gn. szintetikus targyalasara.

II. megoldas. Mint lattuk, elegend6 megmutatnunk, hogy ha két pontnégyes perspektiv egymaésra, akkor ket-
tésviszonyuk megegyezik. Ez az allitds konnyen visszavezethet6 arra az esetre, amikor a pontnégyesek utolsé tagjai
megegyeznek, vagyis az el6z6 megoldashoz filizott megjegyzések ezt az altalanosabb allitast is igazoljak. Mi most 4j
bizonyitast adunk erre az allitasra. Ha = és y tetszbleges egyenesek, akkor jelolje xy az altaluk bezart iranyitott szog
szinuszat (tehat yx = —xy).

Tegyiik fel, hogy

!

X1 X2 X3X, i X| X3 X4X).

Ha az
v =TX;,=TX] (i=1,2,3,4)

egyenesek kettdsviszonydt
T1T3  T4T2

($1I2I3{E4) =
I3xg X1T4

értelmezi, akkor elegend6 belatnunk, hogy
(X1X2X3X4) = (I1$2$3I4),

hiszen akkor ugyanugy
(X X5X5X)) = (z1292374)

is teljesiil.
Jelolje x az X1 X2 X3X, egyenest. Ekkor az irdnyitott haromszogekre vonatkozo6 szinusztétel tobbszori alkalmaza-
saval
X1X3 XuXo  XiX3/XsT XyXo/XuT

X1 X2 X3X4) = : = B
(X1 X2 X3X4) X3Xo XaXs X3Xo/X3T X1X4/X4T

T1X3/TX]  TyTo/TTo  T1T3  T4la
= . = . = ($1I2I3$4).
T3Xo /T2 T 1Tg/TT1  T3To T4

Ezzel allitasunkat igazoltuk.

II1. megoldas. Az idealis térelemekkel kibGvitett euklideszi sikon fogunk dolgozni. Ha a harmonikus pontnégye-
seket a négyszogek segitségével (szintetikus aton) vezetjiik be, akkor rogton latszik, hogy egy projektiv transzforméacio
— illeszkedés-tart6 1évén — a harmonikus pontnégyeseket harmonikusakba viszi at. A paralelogramma példaja mutatja,
hogy egy idedlis pont harmonikus tarsa egy X,Y pontparra nézve az XY szakasz felez6pontja. Az ABCD négysziget
ezért érdemes projektiv transzforméacioval egy paralelogrammaba atvinni, ekkor ui. mind P, mind @ ideélis pontokka
véalnak, és a feladat allitdsa azzal lesz egyenértékd, hogy az AB szakasz E és a DC szakasz F felezGpontjat 0sszekdts
egyenes — a paraleolgramma egyik kozépvonala — parhuzamos a BC' és D A oldalegyenesekkel, ami viszont nyilvanvalé.
Ebbdl a megoldasbol is leolvashato, hogy az E'F egyenes azonos a Q) S-sel.



