Megmutatjuk, hogy nincs négy ilyen pont a sikon. Indirekten bizonyitunk: tegyiik fel, hogy mégis van négy pont a
sikon, hogy barmely kett6 tavolsaga paratlan egész.

Nyilvan semelyik hdrom pont nem eshet egy egyenesbe, mert ha A, B, C' egy egyenesen van, akkor AB vagy
AC + BC-vel vagy |AC — BC'-vel egyenld, és ha AC és BC pératlan, akkor ez biztos paros lesz. Tehat semelyik harom
pont sem eshet egy egyenesre, igy a négy pont konvex burka négyszog vagy haromszog.

Tekintsiik el6szOr azt az esetet, amikor négyszog a konvex burok (1. dbra). Legyen a négy pont A, B, C, D,
és jeloljik a koztiik felléps tavolsagokat x, vy, z, p, ¢, r-rel az dbran lathaté modon. Legyen tovabba ABD< = «,
DBC« = 8 és ABC< = . (Lathato, hogy o+ 8 = v.) A koszinusz-tételbsl
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Mivel a négyszog konvex, azért a és 3 180°-nal kisebb, és ezért cos? ¢ + sin ¢ = 1 miatt
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cos(a+ ) = cosacos f — sin asin 8, ezért v = « + 5 miatt
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= (@ +y* =) (¥ +2° —p?) - \/(4w2y2 — @4y —12)) (4222 - (12 + 22 - 2)%).

Ismert, hogy egy paratlan szam négyzete 8-cal osztva l-et ad maradékul, ezért y? = (mod 8), 422 - =
1+1—-1=1 (mod 8), igy y* (#* + 2° — ¢°) =1 (mod 8). Akkor pedig 2y* (z* + 2° — ¢°) =2 (mod 16).

Tehat az egyenlet bal oldalan olyan egész szam &ll, amelynek maradéka 16-tal osztva 2. Akkor ez igaz lesz a jobb
oldalon 4ll6 kifejezésre is. 2° +y*> —7* = 1 (mod 8), és y*+2>—p® =1 (mod 8), ezért (z° +y> —r?) (22 +2° —p?) =
1 (mod 8), és igy (:E2 +9% - r2) (y2 + 22— p2) maradéka 16-tal osztva 1 vagy 9(= 8 + 1) lehet. Igy a jobb oldalon
csak akkor allhat 16-tal osztva 2 maradékot adé szam, ha

\/(4;523/2 (a2 — r2)2> (4y222 (g2t 22 —p2)2)
maradéka 16-tal osztva —1 vagy 7. Akkor pedig
(élgczy2 — (;102 +y? - 7“2)2) (4:102 2 (y + 22 2)2)

16-tal osztva biztosan 1-et ad maradékul. ((—1)*> =72 =1 (mod 16).)
:102y2 =1 (mod 8), ezért 4z?y* = 4 (mod 32), és igy 42*y* =4 (mod 16).
2?2 +5% —r? =1 (mod 8), ezért 72 + y* —r? 8k + 1 alak, és akkor
(> +y* —r?) - (8k + 1)* = 64k + 16k + 1 alaku lesz. Tehét (z° +y° — r2)2 maradéka 16-tal osztva 1.
Igy 42%y* — (w2 +y? - 7“2) =4—1=3 (mod 16).
Hasonléan 4y?z2 — (y2 + 22— p2)2 = 3 (mod 16), igy

(4x2y2 — (P +y* - 7“2)2) (4y2 +2° = (P + 2 - p2)2) =3-3=9 (mod 16).



De az el6bb mar belattuk, hogy ennek a kifejezésnek 16-tal osztva a maradéka 1, ez ellentmondas, tehat feltevésiink
helytelen volt.
Ugyanigy ellentmondasra jutunk abban az esetben is, ha a pontok konvex burka haromszog. Ha a négy pontot a
2. dbra szerint A, B, C', D-vel jeloljiik, akkor az el6bbi gondolatmenet elvégezhets az ABD<, DBC<, ABC< szbgekre,
és ugyanigy ellentmondashoz jutunk.
Ez azt jelenti, hogy nem létezik a sikon négy pont tgy, hogy barmely kett6 tavolsdga paratlan egész szam legyen.
Valké Benedek (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., IV. o.t.)




