Keressiik elgszor a PA+ PB+ PC maximumat. Legyen egyel6re P belsé pont, és tegyiik fel, hogy BC' > CA > AB.
A P-n 4t AB-vel huzott parhuzamos a masik két oldalt a D, illetve E pontokban metszi (1. dbra). Az ABC és DEC
haromszodgek hasonlosdgbol kovetkezik, hogy EC > DC > DE. Ebb6l és a haromszogegyenlGtlenségbdl:

PC < EC
DE < DC
PA< AD+ DP
PB < PE+ EB.

A négy egyenlGtlenséget Gsszeadva:

DE+ PA+PB+ PC < (EC+ EB)+ (AD + DC) + (DP + PE),

(1) PA+ PB+ PC < BC + CA.

Ha P a haromszog hataranak egy, a csicsoktoél kiilonb6z6 pontja pl. P = P;, akkor
(2) PA+ PB+ PC < AB+ BC < BC + CA.
Ha példaul P = C, akkor

(3) PA+ PB+ PC =BC+ CA.

Az (1), (2) és (3) osszefiiggésekbdl lathatjuk, hogy PA + PB + PC akkor maximalis, ha P a legkisebb oldallal
szemkozti csics.

Vizsgaljuk meg ezutan, hogy QA% + QB? + QC? mikor gaximélis. A 2. dbrdn QQ a haromszoglemez tetszéleges
pontja, S pedig a haromszog sulypontja. Legyen SQ) = q, SA = a, SB — b, SC = cés la] = a, [b| = b, |c| = ¢,
lal = ¢

QA +QB*+QC? = (q—-a)*+ (q—-b)*+(a—c)* =3¢° —2q(a+b +c) +a° + b* + ¢,

Mivel a4+ b+c =0, QA% + QB? + QC? = 3¢°> + a®> + b® + ¢*. Az utols6 harom tag Osszege konstans, a vizsgalt
Osszeg tehat akkor a legnagyobb, ha g a lehetd legnagyobb. Ezért a haromszoglemez S-t6l legtavolabbi pontjat kell
megkeresniink, ez pedig az S-t6l legtavolabbi cstics. Ismeretes, hogy a hdromszog s, stlyvonala — a szokésos jelolésekkel:

1
se=73 V/2a2 + 2b2 — ¢2, ami akkor a legnagyobb, ha a ¢ oldal a legkisebb. Tehat QA% 4+ QB? + QC? akkor maximalis,
ha @ a legkisebb oldallal szemko6zti csiics. A két eredménybdl kovetkezik, hogy P = Q.
Vérds Zoltan (Tiszavasvari, Vaci M. Gimn, IV. o.t.)

Megjegyzés. 1. Feltehets az a kérdés is, hogy az ABC héaromszog sikjanak mely P pontjara lesz PA + PB +
PC a legkisebb. A valasz megadésahoz sziikségiink lesz egy fogalomra. Azt a pontot, amelybdl a haromszog oldalai
ugyanakkora szogben latszanak, a haromszog izogondlis pontjanak nevezziik. Egy haromszognek pontosan akkor van
izogonalis pontja, ha a legnagyobb szoge 120°-nal kisebb.

Ha egy haromszognek van izogondlis pontja, PA + PB + PC akkor a legkisebb, ha P az izogonalis pont. Egyéb
esetben a szélsGértéket a tompaszog csicsa adja. A probléma megoldasa megtalalhaté Reiman Istvan: A geometria és
hatarteriiletei c. konyvében.

2. A megoldasunkboél kovetkezik, hogy QA? + QB? + QC? akkor a legkisebb, ha @ a haromszog sulypontja.
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