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I. megoldas. Az allitast teljes indukcioval bizonyitjuk. Ha n = 1, akkor mindkét oldalon 3 all, az allitas igaz.

Tegyiik fel, hogy valamely n = k-ra (1) teljesiil, azaz

@) 1 3 5 2k —1 < 1
2 46 7 2% T \3k+1
Megmutatjuk, hogy ebbdl az allitas n = k + 1-re is kovetkezik, azaz
3) 1 3 5 2k —1 2k+1< 1
2 4 6 7 2 2k+2" V3k+4

Ehhez elég bebizonyitani, hogy

@) 2k+1<s/3k+1
2k+2 = 3k +4

mert a (3) egyenlStlenség éppen (2) és (4) szorzata.
Mivel (4) mindkét oldalan a szamlalo és a nevezs is pozitiv, beszorozhatunk és négyzetre emelhetiink:

(2k +1)2(3k +4) < (2k +2)*(3k + 1); 12k + 28k* + 19k + 4 < 12k + 28k? + 20k + 4,

ami k > 0 miatt trividlis. Ezzel (4)-et és az allitast igazoltuk.
II. megoldas. A Wallis-formula szerint minden pozitiv egész n-re

2 2 4 4 2n 2n T 2 2 4 4 2n — 2 2n

(5) 1335 -1 2m+1 251335 " m-1 m-1

(A formula bizonyitasa megtalalhato pl. Csaszar Akos: Valos analizis 1., 310-311.)
Jeloljik (5) bal oldalat a,-nel, jobb oldalat b,-nel, (1) bal oldalat c,-nel. A bizonyitas arra épil, hogy a,, és b,

hasonlit ¢,, négyzetére, nevezetesen
1 1
2

n (2n + 1)ay ~ 2nb,

Ezt Gsszevetve az (5)-beli egyenlStlenségekkel azt kapjuk, hogy

, 1 1 , , 1 1
¢, > — = — és ¢, < —=—,
2n+1)-5 m™m+3 2n-%  7n
vagyis
1 e < 1
—— <y < —.
/T 4+ % /TN

Ha n > 8, akkor mn = 3n+ (7 — 3)n > 3n+0,125-8 = 3n + 1, tehat a most bizonyitott felsé becslés jobb, mint a
feladatbeli. Az n =1, 2, ..., 7 értékekre pedig az allitas behelyettesitéssel ellendrizhetd.
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