A kettGs egyenlétlenség részeit kiilon-kiilon bizonyitjuk mindkét esetben annak megmutatasaval, hogy a jobb és
bal oldal kiilonbsége nem lehet negativ. — Valéban, az elsé egyenlétlenség jobb és bal oldalanak kiilonbsége igy irhato:

(2) a(l—b—a)+b(l—c—b)+c(l—a—c).

A feltétel szerint

(3) a+b<1, b+c<1, c+a<l,
igy
4) 1-b—a>0, l1—c—-b2>0, l—a—-c>0,

és ezeket rendre a pozitiv a, b, c-vel szorozva és Osszeadva a bal oldalon (2)-t, a nem nagyobb jobb oldalon pedig 0-t
kapunk. Ezzel (1) els6 részét bebizonyitottuk.

(2) akkor és csak akkor egyenls 0-val, ha (4)-ben, és ezért mar (3)-ban is mind a harom helyen az egyenlSségi jel
érvényes. Egyenl6ségi jellel (3)-ban egyenletrendszer all el6ttiink a, b, c-re; megoldasa

(5) a:b:c:

ez a sziikséges és egyben elegends feltétele annak, hogy (1) els6 részében egyenl@ség alljon fenn.
(1) masodik része jobb és hal oldalanak kiilonbségérdl konnyen észrevehetjiik, hogy egy teljes négyzet fele:

1 1
5(1+a2+b2+02)—(a+b+c)+(ab+bc+ca)25(1—a—b—c)2,

tehat valoban nem lehet negativ. Igy a bizonyitandé egyenl6tlenség masodik része is helyes. — A két oldal akkor és
csak akkor egyenld, ha a négyzet alapja 0, vagyis

(6) a+b+c=1.

Minthogy (5) és (6) egyidejtileg nem &allhat fenn, azért a, b, c-nek nincs olyan értékrendszere, amely mellett (1)-ben
egyidejileg mindkét helyen az egyenl6ség jele volna érvényes.

Megjegyzések. 1. Az utdbbi bizonyitas soran nem hasznéltuk ki a (3) feltételeket, s6t az a, b, ¢ szamok pozitivsagat
sem, ezért (1) masodik része a, b, c-nek barmely értékrendszere mellett fennall. (Székely Jend észrevétele.)

2. Més iranyu altalanositasa (1) mésodik részének: tetszoleges aq,aq, . . ., a, szamokra,

(a1 +az+...+an) — (a1a2 + aras + ... + a1a, + agas + asaq + ... +

1
+asan + azas + ...+ an_1a,) < 5(1+a§+a§+...+ai).

Bizonyitasa ugyanugy torténhet, ahogyan (1) masodik részét bizonyitottuk. (Fritz Jozsef dolgozatabol.)
3. Az egyenl6tlenség elss részének bizonyitasat is atvihetjiik 3 helyett barmilyen n > 2 szamu tagra. Ha ugyanis
ai,as,...,a, olyan pozitiv szamok, amelyek koziil kettS-kettének az sszege legfeljebb 1, akkor

1
0< 5{al[(l—al—a2)+ A+ (1= a1 —an)] +a2[(1 — a2 —a1)+
+(Q-—az—a3)+...+(1—az—an)]+...+a,[(1 —an —a1)+
n—1

(
2 [(al + n)
— (a2 +...4+a?)] - (ara2 + araz + ... + an_1a,)

+...+(Q—an—an_1)|}=

és innen atrendezéssel a kovetkez6 altalanositast nyerjiik:

n—1 n—1
5 (a2 +a3+...+d2) < 5

(a1 +as+...+a,) — (a1a2 + aras + ... + an—_1an).

4. A kimondott altalanositasok n-nek barmely n > 2 értékére fennéllanak, vagyis n minden olyan értékére, amely
mellett az egyenlGtlenségeknek egyaltalan értelmiik van.

5. Osszefoglalva a 2. és 3. altalanositést az (1) kettSs egyenlétlenség kovetkezs altalanositasat nyertiik: Ha aq, ag, . . ., an
olyan pozitiv szamok, amelyek koziil barmelyik kettének osszege legfeljebb 1, akkor

n—1 n—1
I+...4+a2)< (a1 +...+an) — (ara2+ ...+ ap_1a,) <

n—3
(1+a+...+a2)+ (a1 + ...+ ay).




A tett feltevés az elss rész fennalldsanak elegendd, de nem sziikséges feltétele méar a feladatban szereplé n = 3 esetben
sem; pl. n = 3, a1 = 1/4, as = 1/3, ag = 3/4 esetében az egyenlGtlenség elss része fennall, bar ag + az > 1. — A
mésodik rész ay,as, ..., a, barmely értékei mellett fennall.

6. Az (1) masodik része igy is bizonyithat6: nemnegativ szdmok mértani kézepe nem nagyobb szdmtani kozepiiknél.
Ezt az 1 és (a + b+ ¢) pozitiv szdmokra alkalmazva

1 b
(7) \/1(a+b+c)gw.
Itt mindkét oldal pozitiv, ezért a bal oldal négyzete sem nagyobb a jobb oldal négyzeténél:
1 9 19 9 1 1
a+b+c< Z(14—a +b0°+c%)+ 5(a+b+c)+ 5(ab+bc+ca).

Innen pedig, 2-vel szorozva és a négyzetes tagok kivételével minden tagot a bal oldalra atvive (1) masodik részét
kapjuk. — (7)-bol is lathato, hogy egyenlGség csak (6) fennallasa esetén kovetkezik be.



