I. megoldas: Szerkessziik meg el6szor valamely ABC haromszoghoz az A1 B1Ch haromszoget (1. dbra), majd az
igy nyert abrat probaljuk meg ugy kiegészitenihogy a szerkesztést visszafelé is elvégezhessiik.

7: dbra

A szabéalyos haromszogek mindegyik szoge 60°-0s, ezért, célszertinek latszik 60°-os elforgatasokat alkalmazni. For-
gassuk pl. az abra CqBA; haromszogét a C; pont koriil befelé (pozitiv értelemben), ekkor a 60°-os elforgatassal a
B pont az A pontba keriil, az A; pont elforgatott helyzetét jeloljiilk Bo-vel. Miutan BA; szakasz 60°-kal fordult el,
parhuzamos helyzetbe keriilt BC-vel, és tekintve, hogy egyenls is vele, ezért a BC By A négyszog paralelogramma. Ha
most a C1ABy haromszoget forgatjuk el ugyancsak befelé (eztttal negativ értelemben) a Cy pont koril, a BAC A,
paralelogrammat nyerjiik (As-vel By pont elforgatott helyzetét jeloltiik). Miutan a két paralelogramma kozos oldala
AB, egy tovabbi kozos csiucsuk C| igy az As, By és C' pontok egy egyenesbe esnek és C az Ay By szakasz felezGpontja.
Ay és By az adatokbol megszerkeszthets, tehat ezekkel egyiitt C pont is, végiil ugyanezzel az eljarassal, amivel C-t
nyertiik, megszerkeszthetjilk A-t és B-t. A szerkesztéssel arra jutunk, hogy a keresett ABC haromszog csucspontjai
az A1 B1C1 haromszog oldalai f6lé befelé rajzolt szabalyos haromszégek harmadik csticspontjai altal alkotott Ao BsCy
haromszog oldalainak felezé pontjai.

A szerkesztés szerint a kittizott feladat latszolag minden esetben egyértelmiien megoldhat6. Ennek ellentmond a 2.
abran bemutatott helyzet, amellyel az A; B1C1 haromszégbdl kiindulva kapunk ugyan ABC haromszoget, de Ay, By
és C1 nem az oldalakra kifelé, hanem a befelé rajzolt szabalyos haromszogek harmadik csicspontja.

2. dabra

Ezen az dbran azonban az A; B1Cj haromszog nem hegyesszogi; vegylik észre tovabba azt is, hogy az A3 BsCy
haromszog koriiljarasi értelme ellentétes az Ay B1C1 haromszogével.

Bizonyitas nélkiil megjegyezziikk a kovetkezsket. A feladat megoldhatosdganak az a feltétele, hogy az A;B1Ch
haromszog oldalai f6lé befelé rajzolt szabalyos haromszogek harmadik csicsai altal alkotott As BoCy haromszog koriil-
jarasi értelme megegyezzék az Ay B1Cy haromszog koriiljarasi értelmével. (ABC koriiljarasi értelme mindig megegyezik
A BoC5 koriiljarasi értelmeével.) Az eredeti értelmezés szerint sohasem kapunk megoldast, ha az A; B;Cq haromszognek



van 120°-osnal nagyobb szoge, és a fennmarado esetekben mindig kapunk megoldést, ha az A; B1C; haromszognek
nincs 30°-osnal kisebb szoge.

II. megoldas: A keresett haromszog C' csucsat pl. az jellemzi, hogy alkalmas irdnyban (C-t6l A felé) By koriil
60°-kal elforgatva, majd C; koriil ugyanilyen iranyban 60°-kal forgatva és végiil A; koriil ugyancsak 60°-kal elforgatva
visszakeriil eredeti helyzetébe.

Megmutatjuk, hogy ha ugyanezeket a forgatasokat a sik egy tetszés szerinti P pontjara alkalmazzuk, akkor a pont
a kiindulési helyzetébdl a masodik forgatas utani helyzetbe atvihets egy alkalmas pont koriili 120°-os forgatassal, a
harmadik forgatas utani helyzetébe pedig egyetlen alkalmas 180°-os forgatéssal, ahol ezek a forgatasok egy-egy csak
az Ay, By és Cy pontoktol fiiggs kozéppont koriil torténnek.

A bizonyitashoz azt fogjuk felhasznalni, hogy egy K pont koriil a szoggel torténd elforgatas eredményét ugy is
megkaphatjuk, ha hizunk a K ponton at tetszés szerint két egyenest, t1-et és to-t Ugy, hogy a t1-t6l a to-ig a forgatas
irdnyaban «/2 nagysagu szog legyen és minden pontot tiikroziink elGszor t1-re, azutén to-re. Forditva: két ilyen tiikrozés
eredménye egy K koriili o nagysagu elforgatassal is megkaphato (3—4. abrak).

4. dbra

A B koriili forgatast allitsuk el6 ugy két tiikrozés segitségével, hogy a masodik tiikrozés to tengelyéil a B1Cy
egyenest valasztjuk, a C; koriili forgatéast pedig tigy, hogy az els6 tiikrozés t] tengelyéiil valasztjuk B;Ci-et (5. dbra).

8 . el G

5. dbra

Ekkor egy tetszés szerinti pont a kétszeri forgatas utan ugyanoda keriil, mintha tiikrozziik a pontot ¢1-re, a kapott
pontot to(= B1Cy)-re, az igy nyert pontot ) (= B1C1)-re, majd az Gjabb tiikorképet to-re. A B1C, egyenesre torténd
kétszeri tiikkrozés azonban visszaviszi a pontot az e tiikkrozések el6tti helyzetébe, s igy az els6 két forgatas eredménye
ugyanaz, mintha tiikrozziik a stk pontjait #1-re, majd t5-re. Ennek a két tiikrozésnek pedig ugyanaz az eredménye,
mintha a két egyenes O; metszéspontja koriil végziink (t1,t,) = 60° kétszeresényi, azaz 120°-os elforgatast. Ezutén
még A; koriil kell 60°-kal forgatni.



Ezeket a forgatasokat is allitsuk eld tiikrozésekkel ugy, hogy két egymasutant tiikrozés tengelye O1 A; legyen. Ekkor
az O1-en atmend elsé tiikrozési tengelyhez ¢]-hoz 60°-kal kell elforgatva lennie O3 A;-nek, az A;-en dtmens masodik
tiikrozés t5 tengelye pedig 30°-kal lesz elforgatva O A;j-hez képest. A négy egymaésutéani titkrozés — és ezzel egyiitt a
By, C1, majd A; koriili 60°-o0s elforgatasok — végeredmeénye ekkor ugyanaz, mintha tiikroziink a t] egyenesre, azutan
t5-ra. E két egyenes metszéspontjat Os-vel jelolve 410102 egy 30°, 60°, 90°-0s szogekkel rendelkezs haromszog, igy a
harom forgatéds egyméasutani elvégzésével minden pont ugyanoda keriil, mintha Os koriil forgatnank el 180°-kal, azaz
tikroznénk az Oy pontra.

Azt a C pontot kerestiik, amely a targyalt 3 forgatas, vagy ami ugyanarra az eredményre vezet, az Os-re torténd
tiikrozés utan eredeti helyére keriil vissza, ilyen pont pedig egyediil O,. A fenti gondolatmenet szerkesztési eljarast is
ad C' = Oy megszerkesztésére. Az ABC haromszog tovabbi csicsai ugyanezen a modon szerkesztheték, vagy megszer-
keszthetjiik C' ismeretében a BC Ay és CAB; egyenldoldalu haromszogeket.



