I. megoldas: Jeloljiikk az AB és C'D oldalak hosszat a-val és c-vel, az AB, BC, CD, DA oldalakon lev§ érintési
pontokat P, @, R, S-sel. Bocsassunk merdlegest a C' és D pontokbol az AB egyenesre (1. dbra).

1. dbra

Két derékszogl haromszog keletkezik, melyek atfogoja a BC, ill. D A oldal, egyik befogdja a trapéz m magassagaval,
maésik pedig a BP és CR, illetSleg a DR és AP érintGszakaszok kiilonbségének abszolat értékével egyenls. Mivel a
korhoz egy pontboél hizott érintészakaszok egyenldk, igy

BP=BQ=a—u, DR=DS =c—wv,
tehéat a derékszogd haromszogekre Pythagoras tételét alkalmazva
(a—u+v)2=m?+|a—u—v?
(u+c—wv)?

=m?+ |u— (c—v)>

Miutan egy szamnak és negativjanak a négyzete megegyezik, az abszolutérték-jeleket elhagyhatjuk. A masodik
egyenletet az els6bdl levonva az

[a = (u=v)]* = [e+ (u=0))* = [a = (w+0)]* = [(u+v) =

Osszefiiggéshez jutunk. Ebbdl a zardjelek felbontasa és rendezés utan kapjuk, hogy
4av = 4cu,

ami egyenértékd a bizonyitando6 Osszefiiggéssel.

II. megoldas: A beirt kor O kozéppontja a trapéz szogfelezdinek metszéspontja. Mivel a trapéz B-nél és C-nél
levé szogeinek osszege 180°, azért a BOC haromszog B-nél és C-nél levs szogeinek Osszege 90°, és igy a haromszog
O-nal derékszogi (2. abra).

2. dbra

Az atfogora bocsatott magassag a beirt kor sugara, o. Igy a derékszogti haromszogre vonatkozo kozéparanyossagi
tételek szerint

0> = BQ-CQ.

Hasonléan adédik a DOA haromszoéghdl, hogy
0> = DS - AS,



tehéat a jobb oldalak is egyenlék. Felhasznalva ezt és azt, hogy korhoz egy pontboél huzott érintészakaszok egyenldk,
nyerjiik, hogy
u-CD=AS(DR+ RC)= AS(DS +v)=AS-DS+ AS-v=BQ-CQ+
+AS-v=BP-v+ AP -v=AB -,

és ezt kellett bizonyitanunk.

ITI. megoldas: Az allitas nyilvanvalo, ha BC || DA, ezért feltehetjiik, hogy a BC' és DA oldalaknak mondjuk a
C-n és D-n tuli meghosszabbitasai metszik egymast egy £ pontban. Erintse a trapézba irt kor a parhuzamos oldalakat
a P és R pontban, a CDE héromszogbe irt kor pedig a C'D oldalt az R’ pontban (3. abra).

3. dbra

A trapézba irt kor a CDFE héaromszognek hozzairt kore, és egyben az ABE haromszognek beirt kore. Ismeretes, a
hozzairt és beirt korre nézve a
CR = DR

Osszefiiggeés.
Mivel az ABE és DC'E haromszogek hasonlok és R’ és P e hasonlosagnal egymasnak megfelel pontok, igy fennall
az

AB AP AP
CD DR CR v
Osszefiiggés, ami a bizonyitandé allitasnak csak atrendezett alakja.

Megjegyzések. Sokan abbol kiindulva bizonyitottdk a tételt, hogy a parhuzamos oldalak érintési pontjait 6sszekots
egyenes atmegy az atlok metszéspontjan, vagy, hogy érinténégyszogben az atlok és a szemkozti oldalakon levés érintési
pontokat 6sszekots egyenesek egy ponton mennek keresztiil. Ez az allitas ugyan igaz, de bizonyitasa sokkal nehezebb,
mint a feladat allitasaé. Masok viszont abbdl a hamis allitasbol indultak ki, mely szerint két négyszog hasonlé volna,
ha megfelels szogeik egyenldk.



