Rogton észrevehetjiik, hogy B-nek mindig csokkentenie kell az utoljara elhangzott szamot, A-nak pedig névelnie
(legalabbis nem csokkentenie). Az is latszik, hogy B csak akkor nyerhet, ha A el6tte primhatvanyt mondott. Mivel A
mindig egy [nak,n3;] tipust intervallumbol valaszthat szamot, ezért — ugy érezziik — B-nek elég kevés esetben van
esélye a nyerésre, feltéve persze, hogy A valamilyen ésszerd stratégiaval jatszik.

Célszerti tehat elgszor az a) keérdéssel foglalkoznunk. Ha ng < 1990 < n2, akkor A trividlisan nyer az ny = 1990
szammal, ezért 45 < ng < 1990 esetén A-nak van nyerési stratégiaja.

Az 1990 < ng esetben A nem alkalmazhatja ezt a moédszert, de ha tud olyan n; szamot mondani, amelyre B
csak 45 < ng < 1990 szammal valaszolhat, akkor ismét A nyer, hiszen ekkor ng szerepét ny veszi at. Legyen példaul
ny = 47- 53 = 2491 — A valaszthatja ezt a szamot 1990 < ng < 2491 esetén —, ezzel ny = 47 vagy 53.

Ezzel belattuk, hogy 45 < ng < 2491 esetén A tud nyerni, hasonléan fogjuk igazolni k szerinti teljes indukcidval,
hogy 45 < ng < 2F=1.2491 esetén (k pozitiv egész) is A-nak van nyerési stratégiaja.

k = 1-re mar belattuk az allitast, tegyiik fel ezért, hogy valamilyen k > 1-re igaz az allités, azt kell megmutatnunk,

hogy
2F=1.2491 < ng < 2F - 2491

esetén A-nak van nyerési stratégiaja.
Valassza ehhez A az ni; = 2k . 2491 = 2% . 47 .53 szamot, nyilvan ng < nqp < n%. Ezek utan B csak egy ng =

ny/p® = (2% - 47 - 53) /p® alaku egészet valaszthat, ahol p® primhatvany. Erre 47 < ny < Mo gkt 2491, ami azt

jelenti induktiv feltevésiink szerint, hogy A-nak van nyerési stratégiaja, az allitas (k 4 1)-re is fennall.

Eddigi eredményeinket Osszefoglalva kapjuk, hogy a 45 < ng esetben A-nak van nyerési stratégiaja.

Probéljuk meg a fennmarado ng < 45 eseteket is erre az esetre visszavezetni. A-nak olyan nq szamot kell mondania,
amelyre B csak egy 45 < ny szamot valaszthat. Tekintsiik ehhez az n; = 3% -5 - 11 = 495 szamot — A valaszthatja ezt
a 23 < ng < 44 esetben, mert ekkor ng < n; < ng —, ezzel na-re

no > min(3%-5,3%-11,5-11) = 3% . 5 = 45,

vagyis az el6z6ek alapjan A-nak van nyerési stratégiija.

Hatra van az ng < 22 eset vizsgélata; A-nak most mar elegendd olyan n; szamot mondania, amelyre ny > 23.
Legyen ehhez n; =2-3-5-7 =210, ezzel ny > 2-3-5 = 30. Mivel a 15 < ng < 22 esethen ng < ny < ng is teljesiil,
ezért ilyenkor is A-nak van nyerési stratégiaja.

Tovabb ,lépegetiink” lefelé — mindig ugyanazzal a redukilé szandékkal: 11 < ng < 14 esetén A szama legyen
ny =3-5-7=105; nyilvan ng < n; < ng, és ng > 3-5 =15, vagyis innen A nyerni tud — az eddig bizonyitottak miatt.

Végiil legyen n; = 22-3-5 = 60 ha 8 < ng < 10; ekkor ng < ny < nf és ng > min(2%-3, 225, 3.5) =2%.3 =12,
ami azt jelenti, hogy ekkor is A-nak van nyerési stratégiaja.

Ezzel beldttuk, hogy 8 < ng esetén A-nak van nyerési stratégidja.

Ezzel a mddszerrel nem tudjuk tovabb csokkenteni ng olyan lehetséges értékeit, amelyekbdl kiindulva A el tudja
érni a gy6zelmet. Azt tapasztaljuk ugyanis, hogy ng < 8 esetén A nem tud olyan ny szdmot mondani, amelyre B
csak egy mo > 8-cal valaszolhatna. Ez a tény azt sejtet: veliink, hogy ng < 8 esetén B legalabb egy dontetlent ki tud
kényszeriteni. (Valojaban az el6bbi észrevétel igazolja is sejtésiinket, hiszen ha B nem nyer, akkor B még mindig ki
tud kényszeriteni egy végtelen

ng < 8,mnp <64,ne <8 n3z <64,ny <8 ns <64, ...

szamsorozatot, ami azt jelenti, hogy A sem nyerhet, mert nem nevezheti meg az 1990-et. A késGbbiekben azonban
ugyis pontosabban megvizsgaljuk a dontetlen lehet&ségeit, ezért egyeldre a sejtés elegendd szamunkra.)

Foglalkozzunk most a b) kérdéssel.

Ha ng = 2, akkor ng < ny < n2 miatt A csak primhatvanyt valaszthat (n; = 2,3,4), vagyis B mondhatja az ng = 1
szamot, amivel megnyeri a jatékot.

Ha ng = 3, akkor n; =3, 4, 5,6, 7, 8, 9. Ha n; primhatvany, akkor no = 1-gyel B nyer, egyébként ny =6 =2 - 3.
Ekkor B valaszthatja az me = 2 szamot, és ekkor — mint az el6bb igazoltuk — B-nek van nyerési stratégidja. (no
szerepét no veszi at).

Ha ng = 4, akkor B az el6bbiekhez hasonléan el tudja érni a gySzelmet, amennyiben n; primhatvany, vagy n; < 32.
Kiilonben pedig n; = 10, 12, 14, 15; és ezeket az eseteket rendre visszavezethetjiik az elézéekre az ny = 2, 3, 2, 3
valasztassal, ugyanis no < 3 esetén B-nek van nyerési stratégiaja.

Végiil ng = 5 esetén ng < ny < n% miatt n, primhatvany, vagy n; < 42 (amire mar lattuk, hogy B-nek van nyerési
stratégiaja), vagy pedig n1 = 18, 20, 21, 22, 24, és ezeket az no = 2, 223, 2, 3 valasztassal rendre visszavezethetjiik a
mar megvizsgalt ng < 4 esetre (ng szerepét ny veszi at).

Osszességében tehat kimondhatjuk, hogy 2 < ng < 5 esetén B-nek van nyerési stratégidja.

Meg kell még vizsgalnunk az ng = 6, 7 esetet. Mivel a B-nek gy6zelmet jelent§ ng kezd&értékek lehetséges értékeit
nem tudjuk a szokdsos modszerinkkel tovabb novelni, ezért igen wvaloszininek ldtszik, hogy ng = 6,7 esetén egyik
jatékos sem tudja kikényszeriteni a gy6zelmet. Ehhez csak azt kell igazolnunk, hogy mind A, mind B tud agy jatszani,
hogy a masik ne nyerhessen.



Legyen tehat ng = 6 vagy 7, és A valassza az n; = 30 = 2 - 3 - 5 szamot, amelyre nyilvan ng < n; < n3. B ezutan
csak ng =2 -5 = 10-et, vagy ne = 3 -5 = 15-6t, vagy ne = 2 - 3 = 6-ot valaszthat.

Az ny = 10,15 esetben — mint méar lattuk — A-nak van nyerési stratégiaja, az no = 6 eset pedig A szempontjabol
ekvivalens az ng = 6 kezdéssel (tehat Gjra johet ng = 30, stb.) igy belattuk, hogy ha A iigyesen jatszik, akkor B nem
nyerhet.

Ugyanez all viszont B-re is. Ha ugyanis ng = 6 vagy 7, akkor 6 < n; < 49, és ha végignézziikk a 6, 7, ..., 49
szamokat, azt taldljuk, hogy B mindig tud olyan ns szdmot mondani, amelyre ne < 6. Ha ng < 5, akkor a fentiek
miatt nyerési stratégidja van B-nek (esetleg no = 1), ha pedig ns = 6, akkor ugyanolyan helyzetet kapunk, mint
amilyennel kezdtik a jatékot (amikor ng =6, 7).

Ezzel a feladatot megoldottuk, eredményeinket a kovetkezSképpen foglalhatjuk Gssze:

a) A-nak van nyerési stratégiaja, ha 8 < ng,

b) B-nek van nyerési stratégiaja, ha 2 < ng <5, végiil

c) egyik jatekos sem tudja kikényszeriteni a gyGzelmet, ha ng = 6,7.



