I. megoldas. Tekintsiik az 1 és g(n) kozti egész szamokat. Ezek mindegyike vagy f-nek vagy g-nek valamilyen

helyen felvett értékeként adodik ki. Mégpedig g értékeként n szam, g(1), g(2), ..., g(n); ag(n)—1= f(f(n)) alapjén
f eértékeként f(n) szam, f(1), f(2), ..., f(n). Ezzel minden 1 és g(n) kozti szamot pontosan egyszer kapunk meg,
tehat

(*) g(n) = f(n) +n

Ebbsl adodik, hogy f(1) = 1 (hiszen vagy f(1)-nek vagy g(1)-nek kell 1-nek lennie és g(1) = f(1) + 1 > 1), innen
g(1) = 2. Hasonléan f(2) = 3 (hiszen g(2) = f(2) +2 > f(1) + 2 = 3). Ezek utan elkezdhetjiik kit6lteni az alabbi
tablazatot. Minden természetes szamnak pontosan egyszer kell benne szerepelnie. Igy ha a tablazatot valameddig mar
kitoltottiik, a kovetkezs oszlop ,, f soraba” a legkisebb, eddig még nem szereplé szamnak, ,,g soraba” pedig a (*) képlet
szerinti szdmnak kell keriilnie.

— |11 2[3/4|5|6|7|8]|9(10|11|12|13|14|15|16/...|234|235|236|237|238|239|240

f | 13| 4]6|8|9(1112|14|16(17|19|21|22|24|25|. . .|378|380|381|383|385|386|388

g | 2| 5| 7|110{13|15|18|20|23|26|28|31|34|36|39|41|. . .|612|615|617|620(623|625|628

A tablazatbol leolvashato a végeredmény: f(240) = 388.
II. megoldas. A (*) Osszefiiggés alapjan

(**) f(f(n)) = f(n) +n—1.

Ebbsl f(3) = f(f(2)) =f(2)+2-1=4, f(4) =4+3-1=6, f(6) =9, f(9) = 14, f(14) = 22, f(22) = 35, f(35) = 56,
f(56) =90, és igy g(35) = 56+ 35 = 91. Mivel minden g(n) érték valamilyen f(k) érték rakovetkezGje, azért nem lehet
g(36) értéke 92, kovetkezésképpen f(57) = 92. Innen f(92) = 92 + 56 = 148, f(148) = 239, f(239) = 386. Masrészt
g(148) = 239 4 148 = 387, ezért az el6bbi okoskodas alapjan f(240) = 388.

ITI. megoldas. Legyen ag =1, és any1+1 = f(an+1) (n=0, 1, 2, ...). Ekkor a; = 2 és a (**) képlet szerint
anp2+ 1= flany1+1) = f(flan+1)) = any1+1+an
azaz az {a,} sorozat éppen a Fibonacci-sorozat. Teljes indukcidoval megmutatjuk, hogy
(¥*%) flan+2) = ans1 + f(x) 1<z<ap esetén.

Ehhez el6bb megjegyezziik, hogy f(y) értéke y-nal annyival tobb, ahdny ,,g” van 1 és f(y) kozott. Ennek értéke viszont
megegyezik a maximalis olyan m-mel, amelyre g(m) = f(f(m)) +1 < f(y), ami pontosan akkor 4ll, ha f(m) < y. Igy

f(an—|—a:):an—|—x—|—m,

ahol m a legnagyobb olyan szam, amelyre f(m) < a, + x.
Mivel f(an—1+1) = an+1 < ap+xés flant1+1) = anya+1 > ay + x, azért a1 < m < apyy €s igy
alkalmazhatjuk az indukcios feltevést:

f(m) = f(an-1+m—an-1) = any1(m — a,_1),

azaz m a legnagyobb olyan szam, amelyre f(m —a,—_1) < x. Ez viszont éppen azt jelenti, hogy f(z) = x4+ (m —an—1),
vagyis
flan+z)=an+x+m=ay+an_1+ f(x),

ahogyan azt allitottuk.
A teljes indukci6 befejezéséhez még (x * *)-ot példaul a = 1-re ellendrizni kell: f(a; + 1) = a1 + f(1), s ez valoban
teljestil.
Végiil minden 1-nél nagyobb pozitiv szdm egyértelmien irhat6 fel 1+a;, +a;,+. .. alakban, ahol ¢; < ¢;4142, 7; > 0.
Ekkor (x * %) alapjan
fA4+a,+a,+...)=14a;,41+Gis41+---,

ami ismét indukciéval igazolhaté. Esetiinkben a Fibonacci-sorozat 240-nél kisebb tagjai: 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,
89, 144, 233, tovabba 240 =1+ 1454233, ésigy f(1+1+5+233) =1+ 2+ 8+ 377 = 388.

Megjegyzés. A megoldasokban feltételeztiik, hogy létezik a feltételeket kielégits f és g fiiggvény. Annyit bizonyitot-
tunk, hogy ha létezik, akkor f(240) = 388 lehet csak. A megoldasokbol az is kideriilt, hogy legfeljebb egy ilyen f és ¢
fiiggvény létezhet.



IV. megoldas. Legyen o = (V5 +1)/2, f(n) = [na] és g(n) = [na?]. Allitjuk, hogy f és g eleget tesz a feladat
Osszes feltételének. Igy (feltéve, hogy f és g egyértelmten meghatarozott) f(240) = [240a] = [120v/5 + 120] = 388.

Elsszor is vilagos, hogy f és g szigortian monoton novekszik, hiszen o > 1 és o > 1. Masrészt 1/a+1/a* =1, o
és o? irracionalis, és igy f és g értékkészlete minden egész szamot pontosan egyszer ad ki (lasd Skljarszkij—Csencov—
Jaglom: Valogatott feladatok és tételek az elemi matematika korébél, 1. kotet, 108. feladat). Igy csak a

g(n) = f(f(n)) +1

Osszefiiggést kell igazolnunk. De g(n) # f (n)), hiszen f és g értékkészletének nincs kozos eleme. Masrészt [an] < an,
azaz

[[an]a] < [a?n]
f(f(n)) < g(n)

2

a>1és1=a’®—aalapjan az an < a+ [an] = a + (a® — a)[an] egyenlétlenséget a-val osztva és atrendezve

n+ [an] < afan] + 1,
amibdl

g(n) = [a*n] = [(1 + a)n] =
=n+[an] < [afan] +1] = f(f(n)) + 1.



