I. megoldas. Legyen egy a @ ponton athaladd, a BC-t6l kiilonb6z6 egyenesnek az AB szarral valé metszéspontja
E, AC-vel val6 metszéspontja F' (8. abra). A P-b6l az EF-re huzott merdleges talppontja legyen Q1.

A

8. dbra

Hasonlitsuk 6ssze (Pythagoras tétele alapjan) a BQ és EQ1, tovabba a QC és Q1 F szakaszokat. A BPQ és EP(Q
derékszogli haromszogekbsl
BQ = +/BP2 - PQ?, EQ, = \/EP? — PQ3.
A PQQ: és PEB derékszogt haromszogekbdl nyilvanvaloan
(6) PQ > P

(7) és EP > BP.

Ezek szerint BQ kifejezésében a kisebbitendd kisebb, a kivonandé pedig nagyobb, mint F(Q); kifejezésében, tehat
(8) BQ < EQ;.

Ugyanigy a PFC derékszogt hdromszoghdl adodo

(9) PF > PC

felhasznalasaval a CPQ, FPQ; és PQQ1 derékszogli haromszogekbdl

(10) QC = /PCT— PQ? < \/PF? — PQ? < \[PF* — PQ} = Q:F.

Megmutatjuk még, hogy @ a BC szakaszon, ()1 az EF' szakaszon van. Ekkor (8)-at és (10)-et Gsszeadva kovetkezik
a bizonyitandé egyenlétlenség:

(11) BC = BQ +QC < EQ, + Q:F = EF.

A @ és @1 helyzetére kimondott allitas igy lathatd be. Az ABC haromszog B-nél és C-nél levs szoge hegyesszog,
igy az AB-re B-ben és AC-re C-ben éallitott mer6legeseknek az oldalegyenesektdl a haromszoget tartalmazo félsikba
indul6 felegyenesei BC-vel hegyesszoget zarnak be. Igy P ezeknek a félegyeneseknek a metszéspontja, vetiilete, @, a
BC szakaszon van, és P a BC' egyenes ellenkez6 oldalan fekszik, mint A.

Ha E az AB oldal B-n tuli meghosszabbitasan van — amit a tovabbiakban mindig feltesziink, mert, ha kell, a bettizés
megcserélésével elérhetiink —, akkor F és P a BC' egyenes ugyanazon oldalan van, tehat BE PQ konvex négyszog; F-nél
levs szbge, mint a BEP derékszogl haromszog egyik szoge, hegyesszog, Q-nal levs szoge pedig derékszog, tehat az
EQ atlo PE-vel is, PQ-val is hegyesszoget zar be, s igy Q1 az FQ szakasz bels6 pontja. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzés. A feladat allitdsa érvényes, akdrmekkora is a hdromszog A-nél levs szoge, hiszen csak a B és C' cstcsnél
lev6 szogrél hasznaltuk fel, hogy hegyesszogek. Vilagos, hogy érvényes marad akkor is, ha pl. B-nél derékszog van,
ekkor ugyanis P és ) egybeesik C-vel. Ha viszont pl. B-nél tompaszog van, akkor a (11) egyenl6tlenség nem kovetkezik
(8)-bdl és (9)-bol, mert az utolso két bekezdés meggondolasai nem érvényesek, ) a BC szakaszon kiviil keletkezik, és
valoban EF lehet kisebb is, nagyobb is, mint BC'

II. megoldas. Az I. megoldas (7) és (9) egyenlStlensége szerint az EPF haromszoghen a P-bdl indul6 oldalak
nagyobbak, mint a BPC haromszog megfelels oldalai. Megmutatjuk, hogy egyrészt EPF< > BPC<, masrészt hogy
ebbdl, tovabba a BC'P és C BP szogek hegyesszog voltabol kovetkezik, hogy a harmadik oldal is az EPF haromszogben
nagyobb.



9. dbra

A sz6gekre kimondott egyenlGtlenség igazolasara rajzoljuk meg a B, F, @, valamint a C, F', Q pontokon athaladd
koroket (9. abra). P az elsg kor belsejében van, mert a BQ) szakasz P-b6l az ABC' szoggel egyenld szog alatt latszik
(merdleges szart hegyesszogek), E-bdl pedig ennél kisebb szog alatt. A méasik kordn viszont kivil fekszik P, mert a
QFC iv P-b6l vett latoszoge akkora, mint az AC'B szog, a P-vel egy oldalon levs kiegészitG iv pontjaibol vett 1atoszog
pedig nagyobb, mert innen a QF rész-iv lathato ekkora szog alatt. Ezek alapjan

EPB« > EQB<« = FQC<« > FPC«,
és a két széls6 szoghoz a BPF szoget hozzdadva valéban

(12) EPF< > BPC«.
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Az EPF és BPC haromszogek FF és BC oldalaira vonatkozo allitas igazolasdhoz ugy forgattuk el a BPC
haromszoget P koriil, hogy B a PE szakaszra essék (10. dbra), a PC-nél hosszabb PF oldalt pedig P-t6l ramértiik
a PC félegyenesre is, a végpont Fj. Hazzunk most BC-vel parhuzamost £ és F; koziil azon a ponton at, amelyik
kozelebb van BC-hez (a 10. abran az F; pont az), messe a parhuzamos PFE-t G-ben. Mivel PC' < PF = PFy, azért
nyilvanvaléan

(13) BC < GF.

Ha az ABC haromszog B-nél és C-nél levs szoge hegyesszog, akkor a PBC-vel egyenl6 PGF} szbg is hegyesszog,
és gy kiegészits szoge, az FGFy szog, tompaszog. Ezért

GF, < EF;.
Ezt (13)-mal egybevetve
(14) BC < EF.

Mivell az EPF) és EPF héaromszogek két-két oldala egyenld, de kdzbezart szogiik az el6bbi hdromszéghben kisebb,
azertl

EF) < EF,
és ezt (14)-gyel egybevetve BC' < EF; az allitast bebizonyitottuk.

Megjegyzés: A (12) egyenl6tlenség a kovetkezSképpen is belathato. Rajzoljunk koroket a BP és C'P szakaszok, mint
atmérdk folé; ezek egymést P-ben és (Q-ban metszik. Legyen ezek @-t6l kiilonb6z6 metszéspontja EF-fel Ey, illetSleg
Fy (11. abra). P-bol az E1 Fy szakasz ugyanakkora szoghben lathato, mint a BC' szakasz: E1 PFi<< = BPC<, mert a
BPF sz0g kozos résziik, nem kozos F1 P B, illet6leg Fy PC résziik pedig egyenls a vele egy iven nyugvo F1 @B, illetSleg
F1QC = FQC szoggel, ha Fy a QF szakaszon, vagy annak @) végpontjaban van, — az utobbi szogek viszont csucsszogek.
Ha pedig F; a QF szakaszon van, akkor az E1QB szog kiils§ szoge az Fy PCQ hurnégyszognek, az Fy PC rész-szog
pedig bels6 szbg a négyszog (Q-val szemben fekvs cstiicsanal, tehat a nem kozos szog-részek egyenlGsége ilyenkor is
fennall.

1Ugyanis az F'Fy szakasz P-n atmend felez6 merGlegesének ugyanazon oldalara esik E és Fj.



11. dbra

Az Fy Iy szakasz része az E'F szakasznak, az Fy PFy sz0g része az EPF szognek, tehat valoban fennall EPF< >
BPC<«. (Bizonyitani kellene még az E;, F; pontok helyzetérdl felhasznalt allitést.)

A

12. dbra

ITI. megoldas. Allitsunk merélegest Q-ban EF-re, és messe ez a PC egyenest Cj-ben, PB-t pedig Bi-ben;
By és Cq merdleges vetiilete a BC' egyenesen legyen Bs, ill. Cy (12. abra). E az AB oldal meghosszabbitdsan van,
ezért a merdleges a PQC derékszogl szogtartomanyban halad, tehat a BC'P haromszog PC oldalat és a BP oldal
meghosszabbitasat metszi, tovibba Cy a QC szakaszon adodik. Ezért QCy < Q By, és egyszersmind

(15) QCs < QBs.

C és Q rajta van a C1F atmérs 6l6tti Thales-koron. A QFCy és QCC, szogek egyenlSk, mint ugyanazon iven
nyugvo keriileti szogek, igy a QFC; és CoCCy derékszogii haromszogek hasonlok. A két atfogd koziil F'C1 a nagyobb,
mert a kdrnek atmérGje, tehat a megfelels befogdkra

(16) FQ > CCs.

A BC-b6l még fennmaradt CyB szakasz helyett a nala nagyobb BsB-r6l mutatjuk meg, hogy kisebb az EF-bdl
fennmaradt FQ-nal. (BoB a BC-nél nagyobb is lehet.) Ehhez a BBy By és az EB;(Q haromszogeket hasonlitjuk dssze.
B és @ rajta van az EB; 4tmérd f6lé rajzolt Thales-koron, ezért egyrészt

EB; > BBy,

masrészt a két haromszogben az egy iven nyugvo By EQ és By BQ keriileti hegyes szogek egyenlok. Igy a két haromszog
hasonlo, és az FB;(Q haromszog oldalai nagyobbak, tehat

(17) EQ > BB,.
Most mar a (15)—(17) egyenl6tlenségek alapjan valoban

EF =FEQ+ QF > BBy 4+ (C2C = BQ+ QBy 4+ C,C > BQ + QCy + C2C = BC.



13. dbra

IV. megoldas. A feladat allitasa kiovetkezik abbol is, ha megmutatjuk, hogy az AEF haromszog koré irt k' kor
atmérdGje nagyobb, mint az ABC haromszog koré irt k kor atmérGje (13. abra), hiszen nagyobb koérben ugyanakkora
keriileti szog — ti. a BAC = EAF sz6g — nagyobb hur felett nyugszik.

A k kor atmegy P-n is, és AP a kor egy atmérGje, mert az ABPC négyszogben a B és C cstcsnal derékszog van.
Elég tehét belatnunk, hogy P a k' kor belsejében van, hiszen ekkor k’-nek van k dtmérdjénél nagyobb hirja, ezért &/
atmérdGje nagyobb, mint k dtmérGje. P valoban k belsejében van, mert (8) alapjan

EFP< > BPC<« =180°— BAC< = 180° — EAF <,

és az EF szakasz a k' kor (A-t nem tartalmazo) EF ivének pontjaibol latszik 180° — EAF szog alatt. Ennél nagyobb
szdg alatt az EF szakaszt csak a k' kor belsé pontjaibol lehet latni. Ezt akartuk bizonyitani.



