I. megoldas. a paratlan szam, s igy minden esetre 0-t6l kiilonb6zd, tehat az egyenlet masodfokd. Tegyiik fel a
bizonyitandé allitassal ellentétben, hogy az
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gyokok racionalisak. Ekkor /0% — 4ac is racionalis, de ez csak tgy lehet, ha egész is a négyzetgyok értéke. Mert ha
valamilyen d/g torttel volna egyenld, feltehetjiik hogy ez a tort tovaibb mar nem egyszertsithets alakja. De ekkor d? / '
sem egyszertsithets, mert kiilonben volna egy primszam is, amivel egyszertsithet, de d? és g2 csak ugy lehet p-vel
oszthato, ha d és g is oszthato p-vel, M tehat d/g is egyszertisithetd volna. Kell tehat, hogy g> =1, sigy b* — dac = d*
legyen. Itt d paratlan, mert a bal oldalon b-vel egyiitt b% is az, és egy paratlan és paros szam kiilonbsége paratlan. Igy
d egy paros szdmmal tér el b-t6l, d = b — 2d’. Ekkor

b2 —dac = (b—2d)?, dac=4d'(b—d),
ac=d (b—d").

Az utols6 egyenldségben azonban balrél két péaratlan szam szorzata 4ll és ez paratlan; a jobb oldalon viszont ha d’
péros, akkor az els§ tényezd paros, ha pedig d’ paratlan, akkor a méasodik tényezd két paratlan szam kiildnbsége s igy
paros szam. Ez az egyenl6ség tehat nem allhat fenn. Igy helytelen volt az a feltevésiink, amibél kiindultunk, hogy az
(1) egyenletnek volna racionéalis gyoke.

II. megoldas. Tegyiik fel, hogy valamilyen p/q tort kielégitené (1)-et. Megmutatjuk, hogy ez nem lehetséges.
Feltehetjiik, hogy p/q mér tovabb nem egyszertsithets alakban van irva. Feltevésiink szerint
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ap—2 + bg +c=0.
q q
Innen, ¢*-nel szorozva
(2) ap® + bpg + c¢* = 0.

Ha itt p is, ¢ is paratlan, akkor a bal oldal mindharom tagja is az, mert paratlan szdmok szorzata is paratlan, s igy az
Osszeg is paratlan. De akkor is paratlan (2) bal oldala, ha p és g koziil az egyik paratlan, a masik péaros, mert ekkor
két tag paros, egy paratlan. Igy egyik esetben sem lehet (2) bal oldala 0. Viszont p is, ¢ is paros nem lehet, mert akkor
a p/q tort egyszertisithetd volna. Igy (2) nem teljesiilhet, tehat p/q nem elégitheti ki (1)-et.

Megjegyzések. 1. Tobb versenyz6 ramutatott, hogy az utébbi bizonyitassal barmely, csupa pératlan egyiitthatos,
péaros fokszamu egyenletrdl belathato, hogy nem lehet racionalis gyoke.
2. Fila Jend tanar (Zilah, Roman NK.) megjegyezte, hogy még altalanosabban, ha

f({E) = a0x2k + a1x2k—l + ...+ agk—1T + az

(paros foku) egész egylitthatos polinom, tovabbéa ag, asi és még paratlan szamu egyiitthaté paratlan, akkor f(x)
raciondlis helyen nem lehet 0. A fenti gondolatmenet mintajara

p _ _
*f (5> = aop® + a1p® g+ .+ aok—1pg® T + aug®.

Ha itt p és ¢ egyike paros, a masika paratlan, akkor a jobb oldal paratlan, mert egy tag paratlan (az els6 vagy az
utolsd); ha pedig p is, ¢ is péaratlan, akkor a paratlan egyiitthatas tagok paratlanok, a paros egyiitthatosak parosak, s

igy a jobb oldal ismét paratlan. Nem lehet tehat 0, s igy f (2—? sem.
q

1Ez abbol kévetkezik, hogy minden szam egyértelmiien bonthat6 primszamok szorzatara. Ugyanis d?-et primtényez6k szorzatara bont-
hatjuk tgy, hogy d-t felbontjuk és ezt a felbontast négyzetre emeljiik. Ha ettdl kiilonb6z6 felbontds nem lehetséges, akkor d?-nek valoban
nem lehet olyan primosztdja, ami nem oszt6ja d-nek.



