I. megoldas: Legyenek az ABC hegyesszogi hiromszog magassdgvonalainak talppontjai rendre Ay, By, C1. Ezek
bels6 pontjai a BC, C'A, ill. AB szakasznak. Ismeretes, hogy hegyesszogl haromszoghen az oldalak felezik a talpponti
haromszog kiilsé szogeit.

Ennélfogva ha Cy-nek CA, ill. C B-re vonatkoz6 tiikérképe C1, ill. CY, akkor a B1Cj ill. A;C; oldalnak B;CY, ill.
A, CY tiikorképe a By A; oldalnak By, ill. Aj-en tul valé meghosszabbitdséara esik, tehat C]CY" a talpponti hdromszog
k keriiletével egyenls. Tovabba a tiikrozés folytan a C7CCY haromszog egyenls szart: CC; = CCy = CCY = my, és
C-nél levs szoge kétszerese az AC' B hegyes szognek. — Az ABC haromszog koriilirt kérének O kozéppontja az A, B
csticsokkal egyiitt a C'CCY-hoz hasonl6 haromszoget alkot, mert OA = OB =r, és AOB< = 2- ACB<. A hasonl6sag
folytan: C'CY : AB = CCY : OA, méasképpen k : ¢ = m, : 7, és ebb6l cm,. = rk, ahol a bal oldal az eredeti hdromszdg
t teriiletének kétszerese. Igy t = rk/2, amit bizonyitanunk kellett.

Megjegyzés. Derékszogl haromszogben a talpponti haromszog elfajul, mert két csticsa egybeesik a derékszog csi-
csaval, pl. ha ACB< = 90°, akkor Ay = By = C. Ha a CC} szakaszt oda-vissza bejarva elfogadjuk, a ,haromszog”
wkeriiletének”, akkor a tétel ez esetben is igaz, mert k = 2m,, masrészt r = ¢/2, ennélfogva kr/2 = em./2 =t.

A bizonyitasban felhasznalt hasonlosag tompaszogid haromszogben is fennall — éspedig akar hegyes sz6g van C-nél,
akar tompa (természetesen bizonyitdsa kiss¢é modosul), de a C]CY szakasz nem a talpponti haromszog k keriiletét
jelenti, hanem a k — 2h kiilonbséget, ahol h a talpponti haromszognek az az oldala, amelynek végpontjai az eredeti
haromszog hegyes szogeinek csticsabol hizott magassidgok talppontjai. A mdédosulas magyarazata az, hogy ez esetben
csak a leghosszabb oldal egyenese tartja meg a talpponti haromszdgben kiils6 szogfelezdi szerepét, a masik kettGé belsé
szogfelezéveé valik.

II. megoldas: Ismeretes, hogy a haromszég M magassagpontjanak az oldalakra, mas szoval az A;, By, C1 magas-
sagtalppontokra valé A’, B', C’ tiikorképei a koriilirt kor keriiletén vannak (A’ a CC egyenesen, B’ a CC}-n). Igy az
A'B'C’ haromszog az A1 B1C; talpponti hdromszdgnek az M kdzéppontbol 2-szeresre nagyitott képe — mert (pl.) A’
az M A egyenesen van —, és M Ay = Ay A’-b6l M A" = 2M A;. Eszerint (pl.) B'C’ = 2B;C}. — Hegyesszogii haromszog-
ben az M bels6 pont, ezért tiikorképei az A-t, B-t, C-t nem tartalmazé BC, CA, ill. AB ivre esnek. Az AC'BA'CB’
(konvex) hatszog teriilete 2-szerese az ABC haromszog t teriiletének, mert annal az ABC’, BCA', CAB’ haromszdgek
egylittes teriiletével nagyobb, ez pedig egyenls t-vel, mert tiikkorképeik: ABM, BCM, CAM éppen kitoltik ABC-t.

E hatszdgnek az A, B, C csicsokba befuté oldalparjai egyenlSk, mert pl. CA’ = CM = CB’, tehat a koriilirt kor
OA’, OB', OC' sugaraival valo felbontassal teriiletét 3 deltoid teriiletének sszegekeént is elGallithatjuk:

OA-B'C'" OB-C'A OC-AB
= 2 + 2 + 5 =rB1Cqy +rC1A1 +7rA1B; =

= T(Blcl + Ch1A1 + A1 By) = rk.
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Evvel igazoltuk a bizonyitandé allitést.

Megjegyzés. Derékszogli haromszogben M = C = A’ = B’, igy a hatszog elfajul, tompaszdgt haromszog esetén
pedig hurkoltta valik.



