I. megoldas: Képzeljiik a feladatot megoldottnak, a bettizést az 1. abra mutatja.

A BO és CO szogfelez6k messék a kort masodszor a B, ill. C’ pontokban. A keriileti szogek tétele szerint AB’ =
B'C, ¢és AC' = C'B, és igy ugyancsak a keriileti szdgek tételének értelmében az OB’ AC’ négyszogben a B'C’ 4tlo
felezi a B’ és ¢’ csticspontoknal fekvé szogeket, vagyis a B'C’ 4tl6 a négyszog szimmetria tengelye. Ebbél kovetkezik,
hogy a négyszog deltoid, és B'C’ mer6legesen felezi az AO atlot.

Eszerint az igen egyszerd szerkesztés menete Az AO szakaszt merdlegesen felezd egyenes metszi ki a korbol a B

és C' pontokat (2. abra).

2. dbra

A B'O és C'O egyeneseknek masodik metszéspontja a korrel szolgaltatja a keresett B, ill. C' pontokat.

II. megoldas: Még egyszeriibb szerkesztéshez jutunk a kovetkezGképpen: Legyen az AO egyenes masodik met-

széspontja a korrel A’. Az A’BOa-ben a O cstcsnal fekve e szog az AOBa kiils6 szoge (1. dbra). Tehat ¢ = % + g
Az A’BC< mint keriileti szog g, és igy az A'BO< = % + g = ¢. Tehat az A’ BOa-ben e két egyenls szoggel szemben

fekvo két oldal is egyenld, vagyis
A'B=A0, hasonléan A'C=A0.
Eszerint az A’ koriil A’O sugérral rajzolt kor metszi ki az adott, korbol a keresett B és C' pontokat (3. dbra).
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3. dbra



Megjegyzés: Az itt bizonyitott tételt (mely szerint a haromszog koré irt kor két csucspont kozti ivének felezGpontja
éppolyan tavol van a két cstcsponttol, mint a haromszogbe irt kor kozéppontjatol) lényegében tartalmazta az 1954.
évi Arany Daniel versenyen kezdgk részére kittizott 1. feladat (lasd a K. M. L. IX. kdtet, 2. sz. 1954. okt., 33. 0.), de
megtalalhato a tétel a Matematikai Versenytételek I. részében is az 1897/2. feladathoz fizott 2. jegyzetében (42. o.).
Néhany versenyzd hivatkozott is e forrasokra, de a megoldok z6me bizonyitotta e tételt.

A bizonyités tulajdonképpen mér az I. megoldasban megtortént, amikor megmutattuk, hogy az OB’ AC' négyszog
(1. abra) deltoid, vagyis B'A = B'O, és C'A = C'O.

III. megoldas: Igen szép, szellemes megoldashoz jutunk (bar nem a legegyszertibbhéz), ha az el6z6knél valamivel
tobbet (Feuerbach-féle kor) hasznalunk fel.

Tekintsiik a keresett ABCa-et valamely A'B’'C)y talpponti héromszogének, akkor az adott K kdzéppontu és r
sugara k kor az A'B’C), Feuerbach-féle kore (K = F’). Ismeretes, hogy az A'B'C’\ magasségvonalai a talpponti
haromszog szogfelezdi, tehat az adott O pont azonos az A’ B’C’ haromszog M’ magassagpontjaval, A pedig az A’-bol
kiindul6 magassagvonal A} talppontja. Ismeretes tovabba, hogy az A’B'C’\ k' koriilirt kére nem egyéb, mint a k
Feuerbach-féle kornek 1 : 2 aranyu kivetitése az M’ (= O) centrumbol.

Eszerint a szerkesztés menete: Az O(= M) pont tiikorképe a K (= F') pontra nézve lesz az A'B'C, koré irt k'
kornek K’ kozéppontja (4. dbra).

4. dbra

K’ koriil 2 r sugérral rajzolt kor a k' kor. Az A(= A}) pontban OA(= M’A!)-ra emelt merdleges egyenes metszi
ki a k’-bol a B’ és C’ pontokat. A B'O(= B'M’) és C'O(= C'M') egyeneseknek a k korrel valo, O(= M’) ponton tiil
fekv6 metszéspontjai a keresett B és C' pontok.

IV. megoldas: Konnyen nyerhet6 egy szerkesztés, de tavolrol sem egyszeri szerkesztés, Euler egy tételén keresztiil,
melyet a versenyz6k nagy része ismert és felhasznalt, pl. a kovetkezé modon:

Ha az adott kor kozéppontja K, sugara r, a keresett ABC' haromszogbe irt kor sugara o, és OK = d, akkor Euler
tétele szerint (lasd pl. Matematikai Versenytételek I. rész, 41. o.)

2rp = 1% —d? = (r +d)(r — d)

ahonnan
2r:(r+d)=(r—d): o,

és igy o az adatokbol negyedik aranyosként konnyen megszerkeszthets (5. abra).




5. dbra

Az A pontbo6l az O koriil ¢ sugarral rajzolt korhoz szerkesztett érint6k metszik ki az adott korbdl a keresett B és
C pontokat (6. abra).

6. dbra

Az idézett helyen megtalaljuk annak bizonyitésat is, hogy az Euler-Gsszefliggés teljesiilése esetén a keriilet barmely
A pontjabol indulva ki a BC' egyenes is érinti az O kozépponti o sugara kort, tehat az ABC haromszog megfelel a
feladat feltételeinek.

Mindig van egy és csakis egy megoldas, mert 2r > r 4+ d miatt r —d > g, és igy a g sugart kor mindig az r sugara
kor belsejében van

Megjegyzés: E tétel kiilonben, mint lathattuk (gyakorlati szempontbol tekintve) elég koriilményes szerkesztéshez
vezet, még akkor is, ha negyedik aranyosként szerkesztjiik meg kozvetleniil a p-t. A megolddk legnagyobb része azonban
iigyetlenebbiil a d* = r(r — 2p) alakbol, az adott d és r szakaszokbol, a derékszogii haromszoggel kapcsolatos mértani

(r —20)
2

r—
kozéparanyossag felhasznalasaval szerkesztette meg az r — 2p szakaszt, amelybdl -ként kapta meg a o-t.

L Szerkeszté megjegyzése: Szamos versenyz6 — fGleg lapunk olvasoi — hasznalta fel e tételt, amelyre lapunk a kozelmultban kétszer is
(XIII. kotet 3. sz. 1956. november, 96. o., és XIII, kdtet 5. sz. 1956. december 143. o.) hivatkozott. Kitlinik ebbdl, hogy a kozépiskolai
matematikai irodalom ismerete kétségkiviil elényt jelent a versenyzSknek, amint erre lapunk allandéan ramutatott.

Jelen esetben azonban sem az Euler-tételre, sem a Feuerbach-féle korre nem volt sziikség, hanem az 1. gimnaziumban tanult egyszeri
szogOsszefiiggések vezettek el a legegyszertibb, legelegansabb szerkesztéshez, amint azt az I. és II. megoldasban lattuk.



