I. megoldas: A megoldasnak egy természetesen kinalkozo (ha nem is legegyszertibb) modja, hogy megoldjuk a
feltételi egyenletrendszert és a nyert gyokok értékeit behelyettesitjiik a bizonyitandé egyenlGségekbe.

A feltételi egyenleteket rendre a, b, c-vel szorozva

(1) a® = abz + acy;
(2) b? = bex + abz;
(3) ¢ =acy + bex.
(2)-bol abz értekét, (3)-bol acy értékét (1)-be helyettesitve

a’® = b + 2 — 2bex.

Innen, ha b # 0, ¢ # 0, akkor
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és igy, ha x # £1 , 222
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Ebben az alakban nyilvanval6, hogy a, b, ¢ és x, y, z egyidejd ciklikus felcserélésével a baloldal atmegy T2
)
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illetGleg -be, mig a jobboldal 6nmagaba megy at. Ezzel a feladat allitdsat bebizonyitottuk, arra az esetre, ha

1— 22
r#*+l,y#£tlész#+1,a#0,0#0,c#0.

Vizsgaljuk meg, mi a helyzet a kizart esetekben.

1. Ha b = ¢ = 0, akkor az els6 egyenletbél a = 0. Ez az eset figyelmen kiviil hagyhato.

Ha pl. ¢ =0, b # 0, akkor az els6 két egyenletbdl

Innen z = +1 és a harmadik egyenletbdl
Yy = :I:%x = Fx

(vagy mindkét helyen a fels§, vagy mindkét helyen az alsé elGjel veends) = tetszoleges lehet. Ez esetben tehat a
kovetkezményben szerepls els6 két tort egyenld, a harmadik értelmetlen.

2. Haa#0,b+#0, c#0,depl. z = £1, akkor kell, hogy az 1 — z%-re kapott tort kifejezés szamlaloja 0 legyen.
Mivel pedig az az a, b, ¢ folcserélésével nem valtozik, igy egyszersmind 1 — ¢ = 1 — 22 = 0 adodik, tehat a feladat
kovetkezményében szereplé mindharom tort értelmetlen.

II. megoldas: Kikiiszobolve z-t (1)-bdl és (2)-bdl, nyerjiik, hogy
c(ay — bzr) = a® — b*.
Ebbe c értékét 3-bol behelyettesitve
a? — b = (ay + bx)(ay — ba)a’y® — b2z

Ez igy is irhato
a*(1—y?) =b*(1 - a?),
ami egyenértékd a bizonyitandé els6 egyenldséggel. Hasonloan kapjuk a méasodik egyenl&séget.

Megjegyzés: Az 1. megoldasban felismerjiik, hogy amennyiben a, b, ¢ valamely haromszog oldalainak mértékszamai,
akkor x éppen cosa.



A feltételi egyenletek ez esetben a kovetkezGkbe mennek at:

a =bcos~y + ccos 3, b=ccosa+ acosvy, c=acosf + bcosa.

Ez az oldalak elGallitasa a masik két oldal vetiileteként. A bizonyitandé allitasban pedig a sinus-tételt ismerhetjiik fel.
Ez a trigonometriai Osszefiiggés csak specidlis esete a feladat éallitasdnak, mert a bizonyitott tételiink akkor is
érvényes, ha a, b, ¢ tetszésszerinti szamok.
E trigonometriai 0sszefiiggésre tobb versenyz6 ramutatott. Volt olyan is, aki — mint lattuk, tévesen — a trigonometriai
Osszefiiggést a feladat allitdsaval egyenértékiinek vette, és ennek alapjan vélte a kivant bizonyitast szolgéltatni.



