Ismeretesek a kovetkezd oszthatosagi tételek:
Ha n természetes szam, akkor

(1) a™ — b" oszthato (a — b)-vel,
(2) a™ + b" oszthato (a + b)-vel, ha n péaratlan.
E tételeket felhasznalva tobbféleképpen is bizonyithatjuk feladatunk allitasat.

I. megoldas: Jeloljik az adott kifejezést F'(n)-nel,
a) Ha n paros, vagyis n = 2k (ahol k =1,2,3...), akkor irjuk F(n)-et a kivetkezs alakban

F(2k) = (5% — 1) +2(3%* 1 4 1).
A jobboldal els6 tagja (1) alapjan oszthato (52 — 1%) = 24 = 3 - 8-cal, a méasodik tagban a zaréjeles tényezs (2)
alapjan oszthato 3+1=4-gyel, vagyis a masodik tag oszthat6 2 - 4 = 8-cal.

b) Ha n paratlan, vagyis n = 2k + 1 (ahol k =0, 1, 2, ...), akkor k = 0 esetén F(1) =5+ 2+ 1 = 8, minden mas
esetben pedig m
F(2k+1)=5%+ —542.32% 1 6 =5(5" —1) +6(3%1 +1).

Ez esetben tehat nemcsak az els6 tag oszthatd 24-gyel, hanem a mésodik tag is oszthato 6 - 4 = 24-gyel. Tehat
1-nél nagyobb pératlan n esetén, kifejezésiink nemcsak 8-cal, hanem 24-gyel is oszthaté.

IT. megoldas: a) Ha n = 2k (ahol k =1, 2, 3, ...), akkor F(n) igy is irhato:
F(Zk) — 5 . 527{}—1 4 5 . 32k—1 _ 3 . 327{}—1 4 1=
=552 +321) — (9" —1).

A jobboldal els6 tagja (2) alapjan oszthato 54 3 = 8-cal, a masodik tag pedig (1) alapjan 9 — 1 = 8-cal.
b) Han =2k +1 (ahol k=0, 1, 2, ...), akkor

F(2k+1) =521 4 (3 - 1)3%F + 1 = (52F1 4 321y (9 1),

amibdl az el6bbi esethez teljesen hasonléan kovetkezik, hogy F'(n) oszthato 8-cal.

Megjegyzés: Sok versenyzé a kéttagtak hatvinyanak polinom el&allitasat hasznalta fel, azonban — mint lattuk — a
kevesebb elGismeretet feltételezs (1) és (2) alatti oszthatosagi tételek is elegendSk. Még ezek is mellgzhetSk, ha teljes
indukciét alkalmazunk.

ITI1. megoldas: n = 1-re a bizonyitand6 allitas igaz, mert F(1) = 8.
Tegyiik fel, hogy F(k) oszthato 8-cal, akkor elegendd azt bizonyitani, hogy F(k + 1) — F(k) is oszthato 8-cal.

Fk+1)—F(k)= (" +2.3" + 1) —(5F +2. 31 +1) =
=5-5846-3F1 1 -5F —2.3F1 1 =451 43k,

A zérojeles kifejezés, mint két paratlan szam Osszege, paros szam, és igy F(k + 1) — F(k) oszthato 4 - 2 = 8-cal.



