Ez okozta a legkevesebb nehézséget, bar sokan agyuval 16ttek verébre, amikor trigonometriai és koordinatas szé-
mitasokat hasznaltak ennek a tisztan I. osztalyos anyagismerettel is megoldhaté feladatnak megoldasahoz. Itt csak
néhanyat mutatunk be a szamos elemi megoldas koziil. Jeloljiik a szdg csicsat o-val és tegyiik fel mindig, hogy g < p.
Ezt szimmetria okokbol megtehetjiik az altalanossag csorbitasa nélkiil. B tehat mindig O és By kozt van.

I. megoldas: Az AOBA és B1OA;a hasonld, mert O-nal fekvs szogiik kozos, az ezt kdzrezard oldalak pedig az
utobbi haromszogben kétszer akkorak, mint az el6bbiben. Bocsassunk mésrészt A;-b6l merdlegest az OB széarra. Mivel
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az O-nal 1évs szog 60°, igy e merGleges talppontja O-tol —=OA; = ¢ tavolsagra van, vagyis B-vel azonos. Bocsassunk
C-bdl is merslegest OB-re ennek talppontja legyen D. Mivel CD az A B; Ba kbzépvonala, azért BD = DBy, vagyis
a BCBja egyenlgszara. Ebbdl és a fenti hasonlosagbol adodik, hogy az 1. dbran egyforman jelzett szogek egyenldk.

Mivel az A;-nél és B1-nél megjeldlt szogek Osszege az O-nal 1évs 60°-os szoget 180°-ra egésziti ki, azért 60°-osnak kell
lennie az ABC<-nek is.

2. dbra

Ugyanuagy lathato, hogy BAC< = 60°, ha p < 2¢, ha azonban 2¢q < p, akkor az A-nal megjelolt szog (2. dbra) az
A10B1a Aj-nél 1év6 kiilss szogével egyenls. Viszont ez esetben az egyives és kétives szog kiilonbsége adja ki az O-nal
1évs 60°-ot s igy egyszersmind BAC< = 60°. Az ABCa-nek tehat minden esetben A-nal és B-nél 60°-os szoge van.
Igy harmadik szoge is 60°-0s. tehat a haromszog szabalyos.

II. megoldas: Az el6z6 megoldasban lattuk, hogy A;B 1 OB;. Hasonléan kovetkezik, hogy BiA L OA. Igy
A és B az A;Bp folotti Thales koron vannak, melynek kozéppontja C, tehat AC = BC (3. dbra). Az ACB< az
AA; B< = OA; B<t-hoz, mint keriileti sz6ghoz, tartozé kozépponti szog. Mivel az elgbbi szog az O-nal 1év6 60°-0s sz0g
potszoge, azaz 30°, azért a hozzatartozo kozépponti szog 60°-0s, tehat az egyenls szara ABCA egyik szoge 60°, s igy
a haromszog szabalyos.

Figyeljiik meg, hogy a bizonyités fiiggetlen p és ¢ nagysig viszonyatol. Ez allni fog a késébbi megoldasokra is.

3. dbra 4. dbra

II1. megoldas: Jeloljiik OA; ill. OB; felezépontjat As-vel ill. Bo-vel. Megmutatjuk, hogy az ABCa minden oldala
egyenls az As By tavolsaggal (4. dbra).

OAs = q= 0B és OBy = p = OA, tehat OA;Ba és OABya szabélyosak. Igy AA; BBs egyenl6szart trapéz, tehat
atloi egyenlsk: AB = A3 Bs.

EgyenlGszaru trapéz az A; BB2C négyszog is, mert AoC' || OBy mint az A1OBia kézépvonala; BoC' e haromszog
egy masik kozépvonala, tehat BoC' = %OAl = ¢ = AyB. Igy ezen trapéz atloi is egyenlsk: BC' = Ay Bs.

Az AA9ByC négyszogrol mar tudjuk, hogy trapéz, mert BoC kozépvonal. Az OAsC By paralelogrammabol és
OAB; szabalyos haromszoghdl AsC' = OBy = ABs, tehat a trapéz atloi egyenldk, igy a trapéz egyenls szaru, vagyis
AC = A3 Bs. Az ABC haromszog tehéat szabalyos.

IV. megoldas: Ha p = ¢, a kérdéses pontokat jeloljik A°, Ay, B, B7, C°-val (5. adbra).



Ez esetben az A°BC° haromszoget az OA; By szabalyos haromszog oldalkézéppontjai alkotjak, tehat szintén sza-
balyos. Noveljilk most meg OA°-t, akkor A° valamilyen A helyzetbe keriil, B egy olyan Bj-be, melyre BYB; =
2A° A, C pedig az OB-vel parhuzamos A°C° egyenes meghosszabbitasdn mozdul el és olyan C' helyzetbe jut, melyre
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Cc°C = EBfBl = A°A, mert a baloldali tavolsag, az A1 By B1/A kozépvonala. Forgassuk az AA°BA-et B koriil az

orajarasaval megegyez6 iranyba 60°-kal. Ekkor A° atmegy C°-ba A°A irdnya parhuzamossa valik OB;-ével s igy az
éppen megallapitott tavolsagegyenlGségek folytan A éppen C-re keriil. AB és CB tehat 60°-os elforgatassal egymasba
vihets, amibgl kovetkezik, hogy az ABC haromszog szabalyos.

Egyszeriibb bizonyitashoz jutunk, ha az egymasba forgatott haromszogekhez hozzacsatoljuk az egybevago OA° B
ill. A°BC° egybevago haromszogeket (Ez annak felel meg, hogy az A pontot nem az A° helyzetbdl, hanem az O
pontbol elindulva mozditjuk el a végsd helyzetébe.)
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V. megoldas: Legyen OA; felezGpontja D (6. abra). Ekkor DC az A1 OBy A kézépvonala, igy DC = 5031 =0A
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és DC || OB;. Masrészt OD = §OA1 = ¢ = OB, tehat CDB< = DBO< = 60°. Forgassuk a BC'D haromszoget B

koriil az ora jarasaval ellenkezd iranyba 60°-kal. Ekkor D éppen O-ba keriil, C pedig a BO-val 60°-ot bezar6 egye-
nesre, tehat OA;-re, éppen az A pontba. Eszerint BC' 60°-os elforgatéssal BA-ba megy at, tehat az ABC haromszog
szabalyos.

6. dbra 7. dabra

Altaldnositdsok: A tétel tobbféleképpen altalanosithato. L. pl. a jelen szamban kittzott 147. sz. gyakorlatot. Egy
maésik altalanositas a kovetkez6: Legyen O A1 Bs és A2 B0 két szabdlyos haromszdg, melyek O csucspontja egybeesik és
a megadott két koriljdrds egyezd iranyi, akkor az OAg, BoO ill. A1 By tdvolsdagok A, B ill. C felezépontjai szabdlyos
haromszoget alkotnak. (Versenytételiink ennek az altalanositott feladatnak azon specialis esete, amelyben az O csicshol
kiindulé oldalak is egymaésra keriilnek, amikor az A; és Bs csucsokat emliteniink sem kell.)

Ezen allitas éppenigy bizonyithato, mint az eredeti verseny feladat. Vegyiik pl. az V. megoldas mintajara az OA;
szakasz D felez6pontjat (7. abra), akkor a BCD/A-et 60°-kal elforgatva a D pont O-ba a DC szakasz pedig OA-ra
kertil, tehat BC 60°-os elforgatassal atviheté BA-ba, s igy az ABC haromszog szabélyos.

Az 4llités igy minden esetre elég koriilményesen hangzik, ezzel szemben messzemenden altalanosithaté. Nem lénye-
ges benne sem a haromszogek szabélyossaga, csak a hasonlésaguk, sem a kozos csicspont, és a felezépont is massal
potolhato. Igy pl. igaz az 554. sz. feladatban bizonyitasra kittizott tétel.



