A feladat allitdsa nem igaz. Ennek bizonyitasara elég megadnunk egy olyan egész egyiitthatos, harmadfoka p(x)
polinomot, amelynek van 3 valos gyoke, de a p(x) + ¢ polinomnak semmilyen ¢ mellett nincs 3 racionélis gyoke.

Legyen p(z) = 2° — 222 — 22. Ez nyilvan teljesiti a feltételeket. (A harom kiilonbdz6 valos gyok: 1 = 0, x2 = 1+/3;
r3=1— \/3) Tegyiik fel, hogy a p(z) + ¢ polinomnak van 3 racionalis gytke. Ezek felirhatok &; ]2; b3 alakban, ahol
p; 6s q egész szamok (g pozitiv), és ¢ a legkisebb k6z0s nevezd. e

A gyokok és egyiitthatok kozti ismert Osszefiiggések alapjan:

(1) W =2, vagyis p1 + p2 + p3 = 2q,
Pi+pi+ps _ (ptpatps)®  ppatpapstpan g0 (—2) =8,
¢ ¢ ¢
vagyis
@) P} +p3 + 3 = 8¢°.

Viszont p1, p2, ps és g egész szamok, tehat (1) csak akkor teljesiilhet, ha valamennyi p; paros, vagy ha a p;-k kozt
2 db paratlan és 1 db paros szdm van. Ha ez utobbi eset allna fenn, akkor p% + p% + pg = 4k 4 2 lenne, mert paros
szam négyzete 41 alaka, mig paratlan szam négyzete 41 + 1 alakd, ez viszont ellentmond (2)-nek. Ha valamennyi p;
péros, azaz felithato 2p); alakban, az (1) és (2) Osszefiiggésekbdl

Py +ph+ph = q; PP+ Y+ Y =24

Ekkor viszont

(P} + 1+ 95)° = P + 15 + P + 2(0\0h + Phps + Piph) = = 2(¢% + piph + phps + Pip)).
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Vagyis (p] + p5 + p3)° = ¢ paros. Tehat ¢ paros szam, a —; —; torteknek van g-nal kisebb kozos nevezgjiik,
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nevezetesen ¢/2, szemben kiindulo feltevésiinkkel. Ezzel belattuk, hogy a p(z) + ¢ = 2® — 22 — 2z + ¢ polinomnak
nem lehet 3 raciondlis gyoke.
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