Jeloljik o(n)-nel az n-hez relativ prim, n-nél kisebb természetes szamok szamdat, o(n)-nel pedig n osztéinak 6sszegét.
Hatdrozzuk meg mindazokat a k kitevéket, amelyekre

(1) ¢ (0(2h)) =2

teljesiil. (K{’)’nnyz’tésﬁl elaruljuk, hogy 641 osztoja (232 +1) -nek.

Megoldas. Legyen n primtényezds felbontasa p{*-p52-...-pS, ahol p1, pa, ..., ps kiilonboz6 primszamok, aq, . . ., o
pedig pozitiv egészek. Ekkor

(2) p(n) =p" 1 —1) - op T s — 1)

(lasd pl. Molnar Emil: Matematikai versenyfeladatok, 490. o.). Ha most n paratlan és p(n) = 2%, akkor (2) csak agy
allhat fenn, ha egyrészt a1 = as = as = ... = 1 (mivel p; paratlan), masrészt p;, — 1 = 20 valamilyen pozitiv egész
Bi-vel. Tudjuk, hogy 2% +1 csak ugy lehet primszam, ha 3; maga is kettGhatvany, az ilyen alaku szamokat Fermat-féle
primeknek nevezziik. Azt kaptuk tehat, hogy

(3) n=2%"+1)2% +1)...(2% +1),
ahol B; =27, 0< v <742 < ... <7, valamint 2% + 1 primszam. (3)-ban a szorzast elvégezve
(4) n=14+2961 4 9P 9b1tb2 | 9Bs 4 ofsth1 4 9fst.+B1

Itt Osszesen 2° tag szerepel, s mivel a §;-k kiilonboz6 kettShatvanyok, azért a kitevében allé szamok mind kiilénbo6zok.
Ez azt jelenti, hogy n kettes szamrendszerbeli alakjaban hatulrol szamitott 0-ik, 81-edik, Bo-edik, ... (B1+B2+. ..+ 8s)-
edik helyén all 1-es, a tobbi helyen nulla.

Térjiink most vissza az (1) Osszefiiggéshez. Mivel 2% osztdi 1, 2, 22, ..., 2%, ezért

n=c(2" =14+2+22+... 4+2F

paratlan szam, melynek kettes szamrendszerbeli alakjaban az utolsé k + 1 helyen 1-es all. Ezért p(n) = 2F csak agy
allhat fonn, ha n egyuttal a (4) alatti alakban is irhaté. S mivel egy szamot kettes szdmrendszerben csak egyféleképpen
lehet felirni, ez azt jelenti, hogy a 81 < f2 < 1+ B2 < ...[01 + B2 + ... + Bs szamoknak meg kell egyezniiik az 1,
2,..., k szamokkal. Ez pedig, mivel 3; kettGhatvany, csak akkor lehetséges, ha 81 = 0 py=2 .. By=2"1 .
és k = 2° — 1. Ugyanakkor 2% + 1 = 22" 4 1-nek primszamnak kell lennie minden 1 < 4 < s-re. A feladathoz adott
atmutatés szerint 2°? +1 = 22° + 1 nem primszam, igy csak az s =1, 2, 3, 4 ¢és 5 esetek jonnek szoba, vagyis k szoba
jove értékei 1, 3, 7, 15 és 31. S mivel 227" 1 primszam, ha i < 5, azért k-nak ezek az értékei valoban teljesitik (1)-et.



