Jeloljik N-nel azoknak az n természetes szamoknak a halmazat, amelyekre
(2) f(n) =mn,
és M-mel azokét, amelyekre
(3) f(m) <m.

Megmutatjuk, hogy M iires, vagyis (2) minden n-re teljesiil. Ellenkez6 esetben legyen ugyanis az {f(m), m € M}
fiiggvényértékek minimuma k = f(m). Mivel (3) szerint

(4) j=m—12 f(m),
ez is természetes szam, és erre (1)-et alkalmazva azt kapjuk, hogy
Fm) > [ (f(5).

Az f(j) helyen tehat az f értéke kisebb k = f(m)-nél, igy f(j) csak N-beli lehet, azaz f(f(5)) > f(j). Igy f(j) is
kisebb k-nal, és j is N-beli. Ebbdl viszont (2) és (4) alapjan

fG)=zi=k

kovetkezne, ami Osszeegyeztethetetlen az el6bb kapott f(j) < k kovetkezménnyel. Ezzel belattuk, hogy (2) minden n

természetes szamra teljesiil.
Alkalmazva (2)-t az f(n) szémra kapjuk, hogy f(f(n)) > f(n), ezt (1)-gyel dsszevetve

fin+1) = f(n)

adodik, tehat a fliggvény szigortan monoton névekvs. Ha volna olyan n, amelyre (2)-ben egyenl6tlenség allna, arra
csak n < n+ 1 < f(n) lehetne, hiszen f(n) = n+ 1 mellett (1) nem lehetne igaz. Ekkor viszont (1) az f szigortan
novekvs volta miatt nem teljesiilhetne, tehat (2)-ben minden n természetes szamra az egyenlSség érvényes.



