(1) (OB, +OPs + ...+ OBy 2 1,

Jeloljiik F-fel azt az e altal hatarolt félsikot, amelyben a P; pontok vannak, és valasszuk az e-vel megegyezd &llasa
egységvektorok koziil e-nek azt, amelyiket 180°-nal kisebb pozitiv irdnyt forgatas visz F-be.

—
Legyen Py az a pont, melyre OPy = e, és P, 11 a Py O-ra vonatkozo tiikdrképe. Jeloljiik az e-t O P;-be vive forgatast
a;-vel, és tegyiik fel, hogy a P; pontok tgy vannak megszamozva, hogy az «; sorozat monoton né:

(2) 0<ag<a; <...<a, <apyr =180°.

(Ha ez nem teljesiilne, valtoztassuk meg a P; pontok szamozasét ugy, hogy az 0j szamozas mellett mar teljesiiljon (2).
Ezt mindig megtehetjiik, hiszen ez a modositas a (1)-ben szerepls Gsszeget valtozatlanul hagyja.)

Feltevésiink szerint n paratlan, mondjuk n = 2k — 1. Jeloljik f-fel az OPy egyenest, f-fel az OPy; vektort, és P;-gal
a P; pont f-en levs vetiiletét. Azt fogjuk belatni, hogy

(3) OPf + ...+ 0P| > 1,

—
ebbdl mar kovetkezik (1), hiszen a P* P;, vektorok mer6legesek f-re, igy f-re merdleges az Osszegiik is, és Pithagorasz
tétele szerint

— — — — - —
|OPy + ...+ OP,|* = |OP; + ...+ OP:|> + |Pf P, + ... + P'P,|* >
2|OP2+...+OP3|2.

1

Mivel OP;" egyallasa f-fel, van olyan \; szakasz, amelyre OP; = \;f. Elég belatnunk, hogy

(4) Mt o+ 21
ami valoban igaz, mert A\; = cos(ag — ), és emiatt

(5) Ai > Ao = cos oy, ha 1<i<k;
(6) Ai > Ayl = —cosay, ha k<i<nmn,

hiszen 1 < i < kmellett 0 < a —ay; < oy, < 180°, s a 0 < z < 180° szakaszon cos x monoton fogy, ha pedig k < i <n
akkor —180° < ay, — 180° < ay, — r; < 0, és a —180° < x < 0 szakaszon cos z monoton né. Marmost (5) szerint

(7 Mo+ Aem1 > (B—1) Ao,

és (6). szerint

(8) Mot 4 -+ A > (k= DAnga,
tehat
9) M+ M)+ N1 o+ X)) > (k—=1) (Ao + Asr) =0,

amibdl kovetkezik (4), hiszen A, = 1.

Megjegyzés. Han = 1, (1) és (4) nyilvanvald, az (5)—(9) allitdsok pedig formalisan ugyan helyesek, de semmitmondo-
ak. (7)-bdl és (8)-bol kiolvashato, hogy (1)-ben az egyenlség jele akkor és csakis akkor teljesiil, ha P = ... = P,_1 = B
és Pyy1 = ... = P, = Ppt1 (és Py tetszlleges).



